Chapitre 9 : Nombres réels AR9-2

1-Démontrer que :
Vx € R, |2x| —2|x] € {0,1}

2-Donner les valeurs possibles de |x +y] — |x] — [y] o (x,y) € R?.

3-Donner une expression de |—x| en fonction de |x] ou x € R.

1
4-Que vaut lim n® kJ ?
n——+4o00 n

x13
-Dét i olim = —|.
5-Déterminer X;n& > L{J

6-Soit x € R. Pour n € N, on pose :

B |10"x | B |10"x] + 1
an = 107 et b, = on

Démontrer que (a,) est croissante et (b,) est décroissante.
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Chapitre 9 : Nombres réels AR9-2

1-Démontrer que :

Vx € R, |2x| —2|x] € {0,1}

Réponse : Soit x € R, on procéde par encadrements :
2x — 1< |2x] <2xetx—1< |x| <x
On multiplie la deuxiéme inégalité par —2 :
—2x < =2|x] < —2x+2

En sommant :
—1<|2x] —2|x| <2

Or |2x] — 2| x| € Z donc |2x] — 2|x] € {0,1}.
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Chapitre 9 : Nombres réels AR9-2

2-Donner les valeurs possibles de |x + y| — [x| — |y] ot (x,y) € R2.

Réponse : Soient (x,y) € R? on a:

x| <x<|x]+letly]<y<|y]+1

En sommant ces inégalités, il vient :

x|+ ] <x+y<|x]+|y]+2

On en déduit que :

Ix+yl=Ix]+lyloulx+y]=[x]+[y]+1
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Chapitre 9 : Nombres réels AR9-2

3-Donner une expression de | —x| en fonction de | x| ou x € R.

Réponse : Soit x € R, on a:
Ix] <x<|x|+1le —|x]-1<—x<—|x]

Deux cas se présentent : si x = | x|, c'est-a-dire si x est un entier alors

| —x] = —|x] d'apres I'inégalité précédente. Sinon |—x| = —|x| — 1.
Finalement :
ol —|x] sixeZ
VX ER, [=x] = { —|x] =1 sinon
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4-Que vaut

1
lim n° {—J ?
n——+00 n
Réponse : Pour tout n>2,0on a: {
0 a partir du rang 2. Elle tend vers 0.

n

J = 0 donc la suite (n3 EJ) vaut
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5-Déterminer : lim iPJ

x—0+ 2 Lx ]’

Réponse : Soit x € R} . On a:

2 icff)s

On multiplie par g >0:

3_x_x P | < 3
2 2 2Llxi—T2

s - , s . x|3
D’apres le théoreme d'encadrement, on en déduit que lim — [—J =
x—0+t 2 Lx

N W
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Chapitre 9 : Nombres réels AR9-2

6-Soit x € R. Pour n € N, on pose :

1107x | 1107x) + 1
dn = 170n et bn = T

Démontrer que (a,) est croissante et (b,) est décroissante.

Réponse : Soit n € N, en réduisant au méme dénominateur, on a :

|10™1x| — 10[10"x |
10n+1

dp4+1 — dnp =

|10™1x] —10[10"x| — 9
10n+1

Il s’agit donc d'étudier I'expression : [10" x| — 10[10"x|. On procéde par
encadrement.

bn+1 - bn =
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Chapitre 9 : Nombres réels AR9-2

Pour n€ N, on a:
10"x —1 < [10"1x| < 10" x (1)
D’autre part,

10"x —1 < [10"x| < 10"x

donc :
—10""x < —10[10"x| <10 —10""1x  (2)

On somme (1) et (2) pour obtenir :
—1 < [10"!x] —10[10"x] < 10
et comme [10""1x| —10|10"x| € Z, on obtient :
0 < [10"x] —10[10"x] <9
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On en déduit que pour tout n € N :

Ainsi (a,) croit et (b,) décroit.
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