Chapitre 8 : Ensembles et applications ARS8-7

1-Expliciter exp(R*).
2-Expliciter f71(]4,5] U {—3,1}) ol f : x ~ x? définie sur R.

3-On considére la fonction f = cos définie de R dans R. Décrire a I'aide
du symbole U I'ensemble f~1(R.).

4-Trouver un exemple de fonction f : E — F et de partie A de E pour
lesquelles f(C£A) et Crf(A) sont distincts.

5-Soit f : E — F une application et B une partie de F. Est-il vrai que
f~Y(B) =) implique B=07

6-Soit f(x) = x? définie sur R. Expliciter f(f~1(f([0,2]))) et
FHF(FH( — 1.4D)).

7-Soit f : E — F et B C F. Montrer que f(f~1(B)) = BN f(E).
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1-Expliciter exp(R™).

réels de R*. On a :

Réponse : C'est I'ensemble des images par la fonction exponentielle des

exp(R") = R3 \ {1}
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Chapitre 8 : Ensembles et applications ARS8-7

2-Expliciter f71(]4,5] U {—3,1}) ol f : x — x? définie sur R.

Réponse : C'est I'ensemble des antécédents par la fonction carrée des
éléments de I'ensemble ]4,5] U {—3,1}. On a:

f~1(]4,5] U {=3,1}) = [-V/5, —2[U]2, V5] U {-1,1}
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Chapitre 8 : Ensembles et applications ARS8-7

3-On considére la fonction f = cos définie de R dans R. Décrire a I'aide
du symbole U I'ensemble f~(R,).

Réponse : L'ensemble f~1(R ) est I'ensemble des réels dont le cosinus
est positif. C'est-a-dire que :

IR = U [ 5 +2km, 5 + 2kn]
keZ
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4-Trouver un exemple de fonction f : E — F et de partie A de E pour
lesquelles f(CcA) et Cef(A) sont distincts.

Réponse : On peut prendre la fonction carrée définie de R dans R et
A=R;.Ona:

f(Ry) =Ry
et

f(RL) =R%
Ainsi : f(CrR,) et Crf(IR,) sont distincts.
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5-Soit f : E — F une application et B une partie de F. Est-il vrai que
f~X(B) = 0 implique B=07

Réponse : Clest faux en général. Si I'on prend une application non
surjective et y un élément de F qui n'a pas d'antécédent alors

FH({y}) = 0 mais {y} # 0.
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6-Soit f(x ) — x? définie sur R. Expliciter f(f~1(£([0,2]))) et
FHF(FH( - 1,4D)-

Réponse : Ona:

FIFY(F([0,2]))) = F(F([0,4])) = f([-2.2]) = [0.4]

PP - 1,4D)) = FH(F(1 - 2,20)) = £71([0,4]) =] - 2,2]

19/11/25  7/8
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7-Soit f : E — F et B C F. Montrer que f(f~1(B)) = BN f(E).

Réponse : On a toujours f(f(B)) C B comme nous I'avons vu en
exercice. D'autre part, f~}(B) C E donc f(f~1(B)) C f(E). Finalement :

f(f~Y(B)) c BN f(E)
Pour I'autre inclusion, prenons y € BN f(E). Comme y € f(E), il existe
x € E tel que y = f(x). On a x € f}(B) car f(x) = y € B. Finalement,
y = f(x) € f(f"}(B)). Ce qui démontre BN f(E) C f(f~}(B)).

f(F~Y(B)) = BN f(E)
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