MPSI2

Dérivation

Chapitre 15

(Dérivabilité - Calculs de dérivées)

Soit n € N. Calculer de deux fagons la dérivée n-ieme

n 2
de z — ™. En déduire une expression de E < > .

k=0 k

Soit f: R — R définie par f(z) = e””‘/gsin(;v).
Montrer que :

Ve eR, YneN, f(z)= 27e"V3 gin (ac + n%)

Q Calculer la dérivée n-ieme de g : x + (2% +1)e” pour
n € N.

Oy Donner 'ensemble de définition et étudier la
dérivabilité de :
a) x— Va2 — a3
b) z — (2? — 1)Arccos(z?)
c) x — x|z
d) x — S
|z| + 1
1

%% Soit f définie sur [0, 1] par f(z) = i

a) Démontrer que :
Vo € [0,1], (1-2°)f'(z) = af(x)

b) Pour n € N, dériver n fois la relation précédente.

¢) En déduire que :

Vo e [0,1], Yn e N, f™(z) >0

@ O% % Pour n € N*, calculer la dérivée n-ieme de :
gt t""n(t)

%% % Soit f définie sur R et dérivable en 0 et vérifiant

f(0) = 0. Déterminer ngr-ir-loo kz_of(nz), en déduire

n
k
I'existence et la valeur de lim H (1 + —2)
n—-+4oo Pl n

(Théoréme de Rolle)

% Soient n € N, (a,b) € R? tels que a < b et

f :[a,b] = R une fonction n fois dérivable. Montrer que si
pour tout i € [0,n — 1], f@(a) =0 et f(b) = 0 alors il
existe ¢ € a, b] tel que ™ (c) = 0.

@ * % Soit (a,b,c) € R®. Montrer qu'il existe 2 € ]0, 1]
tel que : 4daz® + 3bx? 4+ 2cx = a+ b+ c.

O¥ ¥ Soit f: R — R dérivable telle que :

lim f(z) =

r—r—00

lim f(z) =+o0

r—+o0

Montrer qu’il existe ¢ € R tel que f'(c) = 0.

%% Soit f : [0, +oc0[ — R une fonction dérivable telle
que :
lim f(z)= f(0)

Tr—r+0o0

Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que f’'(c) = 0.

%% (Regle de L'Hoépital) Soient f,g : [a,b] — R deux
fonctions dérivables. On suppose que :

Vo € [a,b], ¢'(z) #0

a) Montrer que g(a) # g(b).
b) Montrer qu'il existe ¢ € ]a, b tel que :

O % Soit P une fonction polynomiale, montrer que
Iéquation P(x) = e” a un nombre fini de solutions sur R.

(Théoréme des accroissements finis)

% Soit n € N, montrer que la fonction :

2" sz >0
frniz— .
0 sinon

est de classe C" sur R.

% Soit f : R — R une fonction dérivable.
Montrer que :

Vo >0, 3> 0, f(z) — f(—z) = z(f'(c) + f'(—¢))

Uk A laide du théoréme des accroissements finis
déterminer :

lim ((w—l— 1)ewi1 —xe%>

Tr—+00

Ok %k Soit f:x— y/zArcsin(x).

a) Donner I'ensemble de définition de f.
b) Etudier la dérivabilité de f.

%% Soit @ € R et h > 0. Soit f une fonction de classe

C? sur [a,a + 2h]. Montrer qu'il existe ¢ € Ja,a + 2]
tel que :

fla+2h) —2f(a+h)+ f(a) = R2f"(c)
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%% % Déterminer les fonctions f € C'(R) vérifiant
fof=1

% % Soit f dérivable sur R telle que :

lim f(z)+ f'(z)=1€R

r—r+00

Montrer que : lim f(z) =1.
r—+00

%% %% (Théoreme de Darboux). Soit f une fonction
dérivable sur un intervalle I. Démontrer que f'(I) est un
intervalle.
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