Démontrer que :

Vne N, 271 < pl < g

«Or «Fr < . ’ N

i
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Chapitre 2 : Logique et raisonnements AR2-4

Corrigé : On considére I'hypothése suivante que I'on va démontrer par
récurrence sur n € N* :

H, : 2"l <n <n"

e Initialisation. Pour n = 1, la double inégalité devient : 20 <11 <1t
c'est-a-dire 1 <1 < 1. Ainsi H; est vraie.
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Chapitre 2 : Logique et raisonnements AR2-4

e Hérédité. On suppose que H,, est vraie pour un entier naturel non nul n
fixé. On a donc 2"~1 < n! < n", on multiplie cette relation par (n + 1)
pour obtenir :

2" Hn+1) < nl(n+1) < n"(n+1)

Or2<n+1carn>1donc

2" =21 x2< 2" (n+1) < nl(n+1) = (n+1)!. On a bien

2" < (n+ 1)l

D'autre part : n"(n+1) < (n+1)"(n+4 1) = (n+1)™" ainsi on a bien
(n+41)! < (n+1)"". Finalement :

2" < (n+ 1) < (n+1)"H

On a démontré que H 11 est vraie, ce qui termine la récurrence. Pour tout
ne N, 2"l < pl < p"
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