MPSI2 Colle 5 : calculs de primitives et d’intégrales 2025-2026

1 e ey N , .
Donner une primitive sur un ensemble & préciser de f : t —

t(t2 +1)%"

Corrigé : La fonction f est définie sur R*, ainsi on va en déterminer une primitive sur | — oo, 0[ ou sur ]0, +co[. On a :

1 t 1 1
S VO N —; V- [ —
/ tt2 + 1) / 2E 12" " 2 / ww+12™

1
Ceci en posant v = t2, on a du = 2tdt d’on tdt = idu, ce changement de variable étant bien de classe C! sur R. Pour

tout u € R*, on a :

1 71—|—u—u 1 1 71—|—u—u 1 1 1 1

ww+1)2  uwu+1)? ww+1) (w+1)2  uw+1l) (w+1)?2 uw u+1  (u+1)?
On obtient :

1 1
F:t— §(ln(t2) —In(2+1)+ m) définie sur RY ou sur R*

h(t)

Donner une primitive sur un ensemble a préciser de g : t — ————.
ch(t) +1

Corrigé : La fonction g est définie sur R. On pose u = ch(t), on a du = sh(t)dt, ce changement de variable étant bien
de classe C! sur R. Pour tout ¢t € R, on a :

7th(t) = L(t) = 7du = 714_”_“ = 1— 1 u = In(c — In(c
/ch(t)+1dt_/ch(t)(ch(t)+1)dt_/u(u+1) _/ u(u+1) d“—/(u uH)d = In(ch(t)) — In(ch(t) +1)

Une primitive de g est :

|G it~ In(ch(t)) — In(ch(t) + 1) définie sur R |

1
* Kk Calculer T = / ml+a),,
o l1+=z

dx Lo
— - Ainsi :

Corrigé : On pose t = Arctan(z), ce changement de variable est de classe C* sur [0,1]. On a : dt = T
T

™

I:/O In(1 + tan(t))dt

3 7T N . . ’ . . ’ .
On pose ensuite u = 1 —t (on peut penser a ce changement de variable car il préserve les bornes de I'intervalle d’intégration).

Ce changement de variable est de classe C! sur [07 %] et du = —dt. On obtient :

0 0
—[r ln(l—l—tan(z—u))du
- /()41n(1+m)du
/Ozm(l—kt#an(u))du

_ /0 (10(2) ~ (1 + tan(w)) ) du

I
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t — tan(b
Au cours de ce calcul, nous avons utilisé la formule tan(a — b) = an(a) — tan(b) . On en déduit que I = T In(2).
1 + tan(a) tan(b) 8

I= %ln(Z)

Arcsin(y/z) '

% % Déterminer une primitive sur un ensemble & préciser de f : x > ( )
1—2)2

Corrigé : La fonction f est définie sur [0, 1] car Arcsin est définie sur [—1,1], toutefois lors du calcul qui suit, nous
allons nous placer sur I =|0, 1[. On effectue une primitivation par parties en posant :

1 1
= A 1 / = —_—
u(x) resin(vz)  u'(x) NGV
l -2 _1 2
Vi) =01—-z)"2 wv(x)=2(1—-2)"2=
1—-2x
Les fonctions u et v sont de classe C' sur ]0, 1[ car Arcsin est dérivable sur | — 1, 1[. On obtient :

Arcsin(y/z) ., 2 resin( /D) — 1 N
/ 01—t T (V) /\/5(1%)‘1

Pour la seconde primitive, on pose y = v/z, ce changement de variable est de classe C! sur 10,1[ et comme x = Y%, on a

dx = 2ydy. On obtient :
1 1
———dr = /72 d
/ﬁ»(lm -
2
B /lnydy
1 1
/(1+y+17y)dy

= In([1+y) — (|1 -yl

= ln(itZ) car y €]0,1]

Une primitive de f sur ]0,1[ est :

F:z— \/%Arcsin(\/f) —In (1 i— g)

Arctan(x)

Déterminer une primitive sur un ensemble & préciser de f : z — 5
x

Corrigé : La fonction f est définie sur R*, nous pouvons chercher une primitive de f sur R} ou R*. Notons I 'un de
ces deux intervalles. On effectue une primitivation par parties pour faire disparaitre la fonction Arctan. On pose :

u(x) = Arctan(z) o/(z) = 1 Jrle
V'(z) = % v(z) = 7%
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Les fonctions u et v sont de classe C' sur I. On obtient :

Arctan(z) Arctan(x) / 1
Vdy = — d

/ x? “ x + z(1 4 22) *
_ Arctan(z) / 1+a2% — 22
N x x(1+ 22)
_ Arctan(x) 1 x
- R (G- )

Arctan(zx)

1
e + In(jz|) — 3 In(1 4 z?%)

Une primitive de f sur I est :

A 1
F:z— _%ﬂ(x) + In(|z|) — iln(l + %)

3+ In(x
@ % % Déterminer une primitive sur un ensemble a préciser de f : z +— ;()
(4+1n(x))?
Corrigé : La fonction f est définie sur 0,e %[ et sur Je™, +oo[, notons I 'un de ces deux intervalles. On pose
v — uv' u
u:x— xetv:x— 4+ In(x), on remarque que la fonction a intégrer est de la forme 5 que 'on sait intégrer en —.
v v
Une primitive de f sur Uintervalle I est :
F — -
DXy —
4+ In(x)

%% Donner une formule pour une primitive n-iéme de la fonction f : ¢ — In(¢).

Corrigé : La fonction f et toutes les fonctions que nous allons considérer sont définies sur R%. Nous avons vu dans
le cours l’expression d’une primitive de f que ’on peut trouver en intégrant par parties, on peut choisir Fy : ¢ — t1n(t) — t.
Poursuivons la démarche afin de pouvoir intuiter la formule générale, on cherche une primitive de F en intégrant par parties :

/mwyﬁmz/mww—/mzQimﬂ—/;@—f:imm—i_i

2 2 2
t t
Une primitive de F; est Fy : ¢ +— 5 In(t) — -3 Cherchons une primitive de Fy :

2 2 2 12 12 2 3 2 B3 3 B3 3
—In#)—=—-=)dt= | =ln(®)dt— | —dt— | —dt=(|—In(@®)| - [ =dt) - —=—- = =—In(t) — — — — — -
/(2 n(t) =3 2) /QH() /4 2 <{6 n()} /6 ) B 6 6" w1 %

Ces quelques calculs suffisent a avoir une idée de la formule générale car :

12 1 t3 1 1
Fy ot t(In(t) — 1), &.m+5Qmw—§—Q, &.m+€@m@—g—§—g

Démontrons par récurrence sur n > 1 :
n n
H, : une primitive n-ieme de In sur RY est Fj, : ¢ — t—(ln(t) - Z l)
(U p + n - nl e L

e Initialisation. Nous avons vu que la formule est vraie pour n =1, n =2 et n = 3.

e Hérédité. On suppose que la formule est vraie au rang n € N*. Pour ¢t € R :
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Fn+1 (t>

n+1 n n n+1
[h In(o) _/mdt_( %) (rf+ 0l

k=1

thrl tn+1 n 1 tn+1
—_ () - ————dt — =
nr Y G Dm <k1k:)(n+1)l

gntl 1 L |

1 _ _ -

(n—i—l)!(n(t) n+1 (kz_:l k))

tn+1 n+1 1

arn(mo-(X3))

Ce qui démontre la formule au rang n + 1 et acheéve la récurrence.

t n
Une primitive n-ieme de F), : ¢t — —(ln(t) — Z
n

I =
N———

Y% Calculer I = -/7T
0

tsin(t)
1+ cos?(t)

Corrigé :

changement de variable est de classe C' sur [0, 7] et du = —dt. On a :

T tsin(t) O (u — ) sin(r — u) ™ wsin(u) usin(u) x
- /0 1 i cosi(t) - /w 1+ cos?(m — u) (Fdu) = /0 (1 +cos2(u) 1+ cosQ(U))du - 7T/0

Il reste a calculer J et on aura I = gJ . L’intégrande de J est de la forme

1+ cos?(u)

Ici la regle de Bioche ne s’applique pas a cause du facteur ¢ devant le sinus. On va poser u = m — t, ce

sin(w) w— I

/

+ v?

sin(u) ™

J = /07r HTSQ(u)du = [— Arctan(cos(u))}o = g

J

avec v : u +— cos(u). Ainsi :

. Calculer Fy.
. Calculer F5.

. Calculer F3.

@ %% On note Fj, la primitive sur R qui s’annule en 0 de f,, : t —

L
(1+12)n

1
2
3. Pour n € N*, donner une relation entre F,, et Fj, .
4
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Corrigé :

1
1. Si n =1, on cherche la primitive qui s’annule en 0 de f; : t = ——, c’est F : t — Arctan(t).

1+’
1
2. Cherchons une primitive de ¢ — m en effectuant le changement de variable u = Arctan(t), ce changement de
. . . 1 ™ T dt P
variable étant bien de classe C* sur R et u € ] — 33 [ On a du = 78 on en déduit que :

/(1_512)2 z/ljtz X a _C’l_ttQ) z/l_’_timdu:/cosz(u)du: %/(1+cos(2u)) = %(u—&—%sin@u))

1 1
Une primitive de fo sur R est Fo : t — B (Arctan(t) + 3 sin (2Arctan(t))), cette primitive s’annule bien 0 comme
demandé.

3. On effectue une intégration par parties en intégrant la fonction constante égale a 1 et en dérivant la fraction rationnelle,
ces fonctions étant bien de classe C! sur R. On a :

/;dt - Lm/tx#dt
(1+t2)n - (1+t2)n (1+t2)n+1
t t?4+1-1
- (1+t2)n+2"/(1+t2)"+1dt

t 1 1
= R +2n/7(1+t2)ndt—2n/7(l+t2)n+ldt

On en déduit que pour tout t € R :

t

Fo(t) = a+er

+ QTL(FH(t) - F"+1(t))

Ceci en remarquant que toutes les primitives mises en jeu s’annulent en 0. En réorganisant les termes, il vient :

t 1

4. On utilise I'expression de F» et la relation de la question précédente pour obtenir :

t 3t 3Arctan(t)

Vi €R, Fy(t) =
R BO=TmrErtsarm T s

In(v/3)
Calculer T = / dr_
0 ch(:v)

Corrigé : On pose t = ¢, ce changement de variable est de classe C! sur [0,In(v/3)]. On a dt = e®dx ou encore

t
dr = e Cela nous donne :

(V3 g V3 dt Vi -
1:/ z :/ L :/ = [oArctan(n)] " =2(T - T) =7
o ch(@) i i )i P41 ' 37476

% Déterminer une primitive de f : x —

ch(z)?
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Corrigé : La fonction f est définie sur R. On pose ¢ = sh(z), ce changement de variable est de classe C* sur R et
dt = ch(z)dz. On a :

/ chcgw -/ hlff)il -/ <1C+h ‘iifﬁn -/ a +dtt> -/ W‘“:/ et [ <1+t12>2dt

1 (2)

(1) s’integre sans probléme en t — Arctan(t).

(2) se calcule en effectuant une intégration par partie :

Ce qui donne :

12 1t 1 1 1t 1
/(7dt: —|—/ dt —|—§Arctan(t)

14 12)2 21442 21+ 21+¢2
Finalement :
de 1 1t 1 sh(z) 1 sh(z)
/W = iArctan(t) + T3 2~ 2 (Arctan(sh(x)) + W) = §(Arctan(sh(x)) + ch(:z:)Q)



