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A-Préliminaires

Cette partie est exclusivement du cours, il s’agit d’énumérer les différentes propriétés de la fonction arctangente.

.. . . ™ T . . . .. .
1. La restriction de la fonction tangente a } 33 [ est continue et strictement croissante. On a les limites suivantes :

lim tan(z) = —oc0 et lim tan(z) = +oo.

_r+ i
T—>—5 T3

Ainsi d’aprés le théoréme de la bijection, la fonction tangente admet une bijection réciproque définie sur R et a
T T

272
2. On a par construction :

valeurs dans } — [, on note cette bijection réciproque : Arctan.

Vr € R, tan(Arctan(z)) =x et Vr € } - g, g {, Arctan(tan(z)) = =

La fonction Arctan est continue, strictement croissante et impaire sur R puisque la fonction tangente est égale-
T
272 [

T T

La dérivée de la fonction tangente est la fonction définie sur } — 3 5[ par : z — 14 tan®(x), cette dérivée ne

ment continue, strictement croissante et impaire sur } —

s’annule pas. Ceci permet de dire que la fonction Arctan est dérivable sur R avec :

1 1
 tan/(Arctan(z))) 1+ 22

Vz € R, Arctan’(z)

On a les limites suivantes qui se déduisent des limites de la fonction tangente données précédemment :

X T+ . T—
mgr_noo Arctan(z) = —3 et mll)l}rnoo Arctan(z) = 3
m
Ces limites impliquent que la droite d’équation y = —3 est asymptote a Cy au voisinage de —oo et que la droite

. 7T . .
d’équation y = 5 est asymptote a Cy au voisinage de +o0.

On a les valeurs remarquables suivantes qui se déduisent des valeurs remarquables prises par la fonction tangente :

Arctan(0) = 0, Arctan(?) = %, Arctan(1) = Z et Arctan(v/3) = g

_\/3? —1 et —V/3.

Par imparité, on trouve les valeurs de ’arc tangente en

On a le graphique suivant :
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B-Développement en série entiére de la fonction Arctan

1. Soit ¢ € R et n € N. Supposons dans un premier temps ¢ # —1, on a :

- Nk k - _ k_l—(—Q)n+1_1—(—Q)n+1
g::o( 1)*q —kzzo( e

Ceci en utilisant la formule donnant la somme des termes d’une suite géométrique.
n

n
Sig=-1,ona: Z(—l)k(—l)k = Z l=n+1.
k=0 k=0
On a démontré :

n+1 si g=-1
n
k k _
VTLGN, kzo(_l) q = 1_(_q)n+1
1+g¢

2. Pour tout n € N, la fonction S, est dérivable car c¢’est une fonction polynomiale. Pour tout > 0, on a :

n 2k

! _ T . n B 1 — (_mQ)n+1
Sy(z) = kZ_O(l)k(Qk: +1) il kz:_o(l)k(xQ)k - =

La derniére égalité s’obtenant grace a la question précédente appliquée a ¢ = 22,

On a:

1= (= 2\n+1
Vn e N, Vx >0, S;(m):l(_i_xwg

3. (a) Puisque S, (0) =0 et Arctan(0) =0, on a :

VneN, R,(0) =0

(b) Pour tout n € N, la fonction R,, est dérivable sur R, comme somme de fonctions dérivables sur Ry et :

p2n+2 . . .
—_— si  n impair
2
R (2) = 1 1= (—z2)nt! _ (—x2)ntl _ 14+
" 1+ a2 1+ 22 1+ 22 p2n+2
1ra sl n pair

Si n est impair : Vo > 0, R} (z) > 0. Si n est pair : Vo > 0, R, (x) < 0. Ce qui permet de connaitre les
variations de R,,.

R,, est croissante si  n impair
Vn € N,
R, est décroissante si n pair
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» Soit n un entier naturel impair. On a pour tout x > 0 : R,(z) > R,(0) = 0 < Arctan(z) > S, ().
Dans ce cas n + 1 est un entier pair, donc > 0 : Ry41(z) < Rp4+1(0) = 0 < Arctan(z) < Sp41(x).

Finalement :

Si n est impair : Vo > 0, Sp(z) < Arctan(z) < Sp41(2)

» Soit n un entier naturel pair. On a pour tout > 0 : R, (z) < R,(0) = 0 < Arctan(z) < S, (z).

Dans ce cas n + 1 est un entier impair, donc > 0 : Ry4+1(z) > Rp41(0) = 0 < Arctan(z) > Sp41(x).

Finalement :

Sin est pair : Vo > 0, Sp41(z) < Arctan(z) < Sp(z)

Remarquons pour commencer que pour tout z > 0 :

e L w2kl | 223
SnJrl - Sn(x) = Z(_l) 2k + 1 - Z(_l) 2k +1 - (_1)n+ m
k=0 k=0

» Soit n un entier naturel impair et > 0, en retranchant S,(x) a l'inégalité obtenue a la question

précédente, on a :
$2n+3

0 < Arctan(z) — Sy (z) < Spy1(x) — Sn(z) =

(4)

» Soit n un entier naturel pair et x > 0, en retranchant S, (z) a I'inégalité obtenue a la question précédente,
on a :

2n+3

x2n+3

~5n 3 = Sni1(@) = Sa(w) < Arctan(z) — Su(z) <0 (B)

Ainsi, pour tout entier n € N, les inégalités (A) et (B) donnent :

22043 p2n+3
Vo >0, — < Arct - S <
T > 13~ rctan(x) n(m)_2n+3
C’est-a-dire :
2n+3
Vn €N, Vx >0,
" = (@) - - 2n +3
On utilise I'inégalité précédente avec x € [0,1] :
n ( 2n+3
‘Arctan(:z)
2k + 1 2n +3

=0
2n+3

Comme lim = 0 puisque |z| < 1, on a en passant a la limite :

n—+oo 2n + 3

Arctan(z) = lim Zn: (-1*

n—+00 = 2k +1

On reprend l'inégalité de la question 3.(d) en utilisant I'imparité de Arctan et de S, pour = € [—1,0], on a
—x €[0,1] et

(_$)2n+3

Arctan(—x) — Sn(—a:)‘ < oni3
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Ce qui donne :
(_x)2n+3
Arctan(z) — Sn(:c)’ < N e

La conclusion est la méme en passant a la limite, finalement on obtient bien :

too . 2 2k+1
Vo € [-1,1], Arctan(z) = E (-1)
Pt 2k+1

(b) Il reste a appliquer la formule précédente avec = = 1, sachant que Arctan(1) = %, pour obtenir la formule

annoncée :

La formule précédente est horriblement lente pour calculer des décimales de m, en effet le calcul précédent
montre qu’il faut ajouter presque 2 millions de termes pour avoir 6 chiffres corrects de .

C-Les nombres de Fibonacci et [’arctangente
1. Démontrons la propriété annoncée par récurrence sur n € N.
Hn Fv%—&—l — FpFopg = (=1)"
e Initialisation. Pour n = 0, on a bien : F¥ — [pFy = 1 = (—1)°.
e Hérédité. Fixons n € N et supposons H,, vraie, on a :
Fro—Fop1Fuys = Fo o= Fu1(Fag1+ Foso) = Fupo(Fryo—Fog1)—Fry = FupoF—Fry = —(=1)" = (-1

Ce qui démontre que H, 41 est vérifiée et termine la récurrence.

VneN, F2, | — F,Fpo = (—1)"

2. Soit n > 1 : cette condition va permettre de garantir que les dénominateurs mis en jeu ne sont pas nuls puisque
F, > 0dés que n > 1.

e Etant donné que n >1,ona: 0 < < 1. Par croissance de la fonction Arctan, cela permet d’affirmer que

1
1 F2n
0 S ArCtan(F%) S %

On a également : 0 < Arctan(

) <let0< Arctan( ) < 1, toujours en utilisant la stricte croissance
2n+1

de la fonction Arctan, on en déduit que :

2n+2

OSArctan( )—i—Aretan( ) <E+E:I
on+1 om+2 4 4 2
1
Les deux nombres Arctan(—) et Arctan( ) + Arctan( ) sont compris dans l'intervalle [07 m [;
Fyy, 2n+1 2n42 2

pour démontrer qu’ils sont égaux, il suffit de démontrer qu’ils ont la méme tangente.
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e D’une part :
1 1

tan (Arctan(ﬁ)> = T

D’autre part :

1 1
)) _ Fonp + Fopt1 F2n+1 +F2n+2

1L By oF -1
1 o1 Fonta ont24'2n11

tan (Arctan( ) + Arctan(

2n+1 Fopyo

On peut simplifier cette expression puisqu’elle est égale & :

(Fong1 + Fony2)Fon  Fonp1Fn + Fopyafa,
(FopyoFoni1 — 1) Foy, (FopyoFoni1 — 1) Foy,

Foni1Fp + F2 ., —(—1)%"
- 2”(}1 n 7 2ntl 1)(F ) en utilisant Iidentité de Cassini
2n+24L2n+1 — 2n

Fopnt1(Fn + Fopyr) — 1
(Fong2Fony1 — 1)Fyy

Fopi1Fopyo —1
(Fong2lony1 — 1) Foy

1
F2n

Ce qui démontre bien la formule attendue :

Vn > 1, Arctan(%) = Arctan(

) + Arctan(
2n

2n+1 2n+4-2 )

3. (a) En appliquant la formule précédente avec n = 1, il vient :

1 1 1 1 1 1
Arctan(E) = Arctan(Fg) + Arctan(E) < Arctan(I) = Arctan(§> + Arctan(g)

Ce qui démontre que :

% = Arctan(%) + Arctan(%) (1)

(b) En utilisant la formule précédente avec n = 2, il vient :

Arctan(;h) = Arctan(é) + Arctan(éﬁ) & Arctan(%) = Arctan(é) + Arctan(%)

En remplacant dans ’égalité (1), il vient :

% = Arctan(%) + Arctan(%) + Arctan(é) (2)

(c) De méme, en appliquant la formule précédente pour n = 3, on obtient :

Arctan(%) = Arctan(%) + Arctan(%)
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En remplacant dans 'égalité (2), il vient :

s 1 1 1 1
1= Arctan(§> + Arctan<5) + Arctan(ﬁ> + Arctan(E)

Vous aurez compris comment poursuivre la généralisation de ces formules. Elles peuvent étre utilisées pour
le calcul de décimales de .

4. (a) Soit n € N, en utilisant la relation démontrée a la question 2., on a :

n
Uy = Arctan( > + Z Arctan( )
2n+2 = 2k+1
1 1 - 1
= Arctan( ) + Arctan( ) + Arctan( )
2n+3 Fopig kZ:O Foga
1 n+1 1
= Arctan( ) + Arctan( )
Fonta/ = Fopya
= Up+1

(up) est constante

1 1
(b) La suite (uy,) est constante égale & ug = Arctan<F> + Arctan(F) = 2Arctan(1) = g
2 1

C . T o, , ,
Ce qui démontre que lim wu, = 3 D’autre part, nous avons démontré que :
n—-+0o

Vn >0, u, — Arctan( ) = ZAretan(FQi 1) (%)
+

2n+2

e Grace a la question 1.(b) de la partie A, on sait que lim Fj,19 = +00. Ainsi  lim = 0, par
n—-+00 n—-+00 F2n+2

continuité de la fonction Arctan, on en déduit que :

lim Arctan (

n——+00

) = Arctan(0) =0
2n+2

e En passant a la limite dans la relation (%), on en déduit que :

Ce qui démontre la relation annoncée :
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D-Entracte

1. (a) Cette inégalité peut se démontrer de fagon classique par étude de fonctions. Cependant le plus direct ici est
d’utiliser la question 3.(c) de la partie B avec n = 0 qui est pair. Nous obtenouns :

Vo >0, S1(z) < Arctan(x) < Sp(z)

En explicitant les expressions de Sp(x) et Si(x) cela donne exactement 'inégalité voulue :

1
Vo >0, v— gxg < Arctan(z) < x

(b) Soit n € Net k € [0,n]. On utilise I'inégalité précédente avec z = — puis on somme les inégalités obtenues
n

pour k allant de 0 a n :

Par linéarité de la somme et d’aprés les formules vues en cours sur les sommes classiques, on obtient :

nin+1)  n?(n+1)>2 k n(n+1)
o2 Iopb = ZAM&H(?) S o2

D’aprés le théoréeme d’encadrement et en utilisant le fait que la limite en +o0o d’une fonction rationnelle est
celle du quotient des termes de plus haut degré, on a :

n

k
lim Arctan (—2)
n—-+oo P n

2. On effectue une intégration par parties, les fonctions mises en jeu étant de classe C* sur R :

xT

1 2
mdl‘ = zArctan(z) — 5 In(1 4 2%)

/ Arctan(z)dz — / | x Arctan(z)dz = [zArctan(z)] — /

Une primitive sur R de la fonction Arctan est :

1
x — zArctan(z) — 5 In(1 + z?)

3. (a) Soit f : z +— Arctan(z) + Arctan(z®) définie sur R. La fonction f est continue et strictement croissante

sur R comme somme et composée de fonctions strictement croissantes sur R. De plus lim f(z) = —m et
Tr——00
liI_P f(x) = m. Ainsi f réalise une bijection strictement croissante de R dans | — 7, 7r[ et on peut affirmer
T—r+00

3
que 'équation f(z) = T admet une unique solution. De plus cette solution est positive car f(0) = 0.

(b) Soit x une solution de I’équation, en prenant la fonction tangente, on obtient :

:C+x3

1— x4 =1

tan(Arctan(z) + Arctan(z?)) = —1 <
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3 2
1
(c) Il reste a terminer la résolution, on a : rhr 2l +27) = 7 On obtient donc ——— = -1,
1—2t (1—-22)(1+22) 1—2a? 1—x?

ce qui donne I’équation : 2 — z — 1 = 0. Cette équation posséde deux solutions :

145
2

1++5
5 et

Tr1 = xT9

On garde la solution positive :

E-Simplification de Arctan(x) 4+ Arctan(y)

Ce probléme se propose de trouver une simplication d’une somme d’arctangentes. L’outil principal est la formule :
tan(z) + tan(y)
1 — tan(x) tan(y)
un second temps, deux applications des formules trouvées sont proposées. Notamment la formule de Machin, du nom
de John Machin un mathématicien anglais du X VIIIiéme siécle, qui permet de calculer des décimales de .

tan(x +y) = . Les complications proviennent essentiellement des nombreuz cas a considérer. Dans

1. La fonction f est clairement définie sur R* puisque la fonction Arctan est définie sur R. Elle est dérivable sur
R% et R™ comme somme et composée de fonctions dérivables sur R7 et R .

Pour tout x € R*, on a d’aprés la formule de dérivation d’une fonction composée :
1 1 1 1 1

= — — X = — =
1+x2+ x? 1+?12 1422 2241

I'(z) 0.

f est dérivable sur R* et R* et pour tout z € R*, f'(z) =0

Comme la dérivée de f est nulle sur R’ et R*, cela signifie que f est constante sur | — 0o,0[ et sur ]0, +o0l.
Ainsi, il suffit de prendre deux valeurs particuliéres pour avoir :

Vo €] — 00,0[, f(z) = f(—1) = 2Arctan(—1) = —g et Vx €]0,+o00[, f(z)= f(1)=2Arctan(1) = g

On vient de démontrer que :

1
Va € R*, Arctan(z) + Arctan(;) =

2. (a) i Pourac€ } - g, g [7 cos(a) # 0 et tan(a) est bien défini. On a :

1 cos?(a) + sin?(a) sin?(a)

= =1 =1+ tan?
cos?(a) cos?(a) * cos?(a) + tan™(a)
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On a pour tout x € R :

1 1
1+ tan?(Arctan(z)) 1+ 22

cos?(Arctan(z))

(%)

De plus pour tout x réel, on a : Arctan(z) € } - g, g [, ainsi cos(Arctan(x)) > 0.

Ainsi en prenant la racine carrée de la relation (%), on obtient :

1
V1422

cos(Arctan(z)) =

ii. On a vu au cours du raisonnement précédent que pour tout € R, on a cos(Arctan(x)) > 0, ainsi on

peut écrire :
sin(Arctan(z))

tan(Arctan(z)) = cos(Arctan(z))

Etant donné que : Vax € R, on a tan(Arctan(z)) = x, on a en utilisant la question précédente :

1 x

sin(Arctan(z)) = tan(Arctan(x)) x cos(Arctan(x)) = x x N = g2

On a démontré que :

X

Vz € R, sin(Arctan(z)) = —
V1+a?

(b) On va utiliser la formule de trigonométrie valable pour tous (a,b) € R? :
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

En utilisant la question 2.(a), on a pour tous (z,y) € R? :

cos(Arctan(z) + Arctan(y)) = cos(Arctan(z)) cos(Arctan(y)) — sin(Arctan(z)) sin(Arctan(y))
1 1 T Y
VIt 2T+ 2 VIta2 1+
1—xzy

V14 22y/1+y?

On a démontré que :

1—=zy

V1+22y/1+y2

V(z,y) € R?, cos(Arctan(z) + Arctan(y)) =

(k)

(c) Etant donné que la fonction arc tangente est a valeurs dans | — g, [, on a pour tous (z,y) € R? :
Arctan(z) + Arctan(y) €] — 7, 7]
Or d’apres ’hypothése de la question, on a zy # 1, ainsi le résultat obtenu a la question précédente montre

que cos(Arctan(z) + Arctan(y)) # 0. Ceci implique que Arctan(x) + Arctan(y) ¢ { — g, g}

|9

Finalement :

V(z,y) € R?, avec 2y # 1, Arctan(x) 4 Arctan(y) € } -7, —=
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(d)

Etant donné que cos(Arctan(z)+ Arctan(y)) # 0, la quantité tan(Arctan(x)+ Arctan(y)) existe. On a alors
puisque xy # 1 :

tan(Arctan(x)) 4 tan(Arctan(y))

1 — tan(Arctan(x)) tan(Arctan(y))
T+y

1 -2y

tan(Arctan(x) + Arctan(y))

En résumé :

T+y
1—xy

Y(z,y) € R? avec zy # 1, tan(Arctan(z) + Arctan(y)) =

(Je ¥k )

On suppose que zy < 1, d’apreés la relation (%), on a cos(Arctan(x) 4+ Arctan(y)) > 0. Ainsi, en utilisant
la question 2.(b), il apparait que l'on se trouve dans le cas ou tan(Arctan(z) + Arctan(y)) € } - E, T [

On rappelle que pour tout a € } — [, Arctan(tan(a)) = a, on prend alors 'arc tangente de la relation

(eHk k), on a :

T
272

V(z,y) € R? avec 2y < 1, Arctan(x) 4 Arctan(y) = Arctan(f +Y )

On suppose zy > 1, d’aprés la relation (%), on a cos(Arctan(z) + Arctan(y)) < 0, ainsi on a :

Arctan(x) 4+ Arctan(y) € } -, —g [ U } g, 7r[

De plus, on suppose dans cette question que z > 0, ce qui implique Arctan(xz) > 0 et par suite

Arctan(z) + Arctan(y) > —g.

On en déduit que Arctan(z) + Arctan(y) € ]g, v [

. . . . ™ s
Remarquons pour poursuivre le calcul le fait suivant : si a € } 5 s [, ona:a—1mE } 3 O[ et dans ce cas :
Arctan(tan(a)) = Arctan(tan(a — 7)) = a — 7.

Fort de ce résultat, appliquons la fonction arc tangente a la relation (J¥% %), ceci donne :

Arctan(tan(Arctan(z) + Arctan(y))) = Arctan< fjxyy)

54

Arctan(z) 4+ Arctan(y) — 7 = Arctan( Ty )

11—y

C’est-a-dire que :

Y(z,y) € R? avec 2y > 1 et o >0, Arctan(z) + Arctan(y) = Arctan(lx tY
ey

)+
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(g) On suppose zy > 1, d’aprés la relation (%), on a cos(Arctan(x) + Arctan(y)) < 0, ainsi on a :
Arctan(x) + Arctan(y) € } -, —g [ U } g, 7r[
De plus, on suppose dans cette question que z < 0, ce qui implique Arctan(xz) < 0 et par suite
Arctan(x) + Arctan(y) < %

On en déduit que Arctan(x) + Arctan(y) € ] -, —g [

. o . T T
Remarquons pour poursuivre le calcul le fait suivant : si a € } Mg [, ona:a-+mE ]0, 5 { et dans ce

cas :
Arctan(tan(a)) = Arctan(tan(a + 7)) = a + 7.

Fort de ce résultat, appliquons la fonction arc tangente a la relation (% %), ceci donne :

Arctan(tan(Arctan(x) + Arctan(y))) = Arctan( Ty )
1 -y
=

Arctan(z) + Arctan(y) + 7 = Arctan( f_"‘fy)

C’est-a-dire que :

Y(z,y) € R? avec 2y > 1 et x <0, Arctan(z) + Arctan(y) = Arctan(lx +y ) -7

3. On a traité tous les cas dans les questions précédentes :
Résumons pour (z,y) € R?, on a :

g si o zy=1letxz>0
D) si o zy=letxz <O
Tty :
Arctan(z) + Arctan(y) = Arctan(l — xy) sioxy<1

Arctan(x_'_y)—}—ﬂ' si ay>letax>0

Arctan(x+y)—ﬂ si o zy>letxz<O

1 1 1 1
4. (a) On doit simplifier Arctan(g> + Arctan(5>. On applique ’étude précédente a z = 3 et y = —. Comme

5
1 1 1
v X =2 < 1, on a, en se référant au résumé de la question précédente :
1 1,1 2
2Arctan<f) = Arctan(%) Arctan(%) = Arctan(—)
5 1-zx¢ 5F
575 25

D’ou I’égalité :
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(b)

1 5 5 5
On a ainsi : 4Arctan( 5) = 2Arctan< E) C’est la méme méthode que précédemment puisque — x — < 1:

12 12
5 =4+ 2 2 120
2Arctan(—) = Arctan(%) = Arctan(%) = Arctan(—)
12 1-— 15 X 15 11 119
On a démontré que :
1 120
4Arctan<7> = Arctan(—)
5 119
0 4At(1>At(1)At<l2O>+At( 1>d"1 tion précédente. O
n a 4Arctan( - ) — Arctan( — ) = Arctan( — rctan( — — aprés la question précédente. On
5 239 119 239/ ¢ P d P
utilise toujours les résultats de la question 3., on a — X ——— < 1, ainsi :
119 239
120 1 120 1
Arctan(—) + Arctan( — —) = Arctan(%) = Arctan(l) = T
119 239 1+ 120 T 4

C’est la formule de Machin :

T_ 4Arctan(}> — Arctan<i>
4 5 239

Cette formule fut trouvée par John Machin en 1706, il l'utilisa pour calculer 100 décimales du nombre ,
ce qui constituait le record & l’époque. Aujourd’hui, on connait 12000 milliards de décimales de .

F-Dérivons ['arctangente

La fonction f est dérivable n fois sur R pour tout n € N d’aprés la remarque de I’énoncé et nous avons avec
les formules de dérivation usuelles :

1 —2x

/ " 32_1
f(@zm,f(l’):m &

et fO®(z) = QW

i. Démontrons par récurrence sur n € N* :

P,(z)
Hy o f0) s P, foncti lynomial
n o f x 1+ 22" avec P, une fonction polynomiale
Initialisation. On a : ' : 2 +— 1522 ce qui démontre que H; est vraie avec P = 1.
x
P ITY . * . (n) PTL(‘/E) ) N
Hérédité. On suppose H,, vraie pour n € N* fixé. On a donc f\'" : x — m D’aprés les formules
x

de dérivation usuelles, on a :

_ P! (2)(1 4+ 22)" — Py(2)2nz(1 +22)" 1 (1 +2?)P!(2) — 2nzP,(x)

(1 422)>" (1 4 a2yt

Ve e R, fOH)(z)
Nous avons :
Vo € R, Poii(x) = (1+2%)P.(x) — 2naP,(x)
Il est clair que P,41 est une fonction polynomiale, ce qui démontre H, 1 et termine la récurrence.

ii. Lors de la récurrence précédente, nous avons mis en évidence la formule :

Vo € R, Pyyi(x) = (1 +2*)P)(z) — 2nzP,(x)
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iii. Démontrons par récurrence sur n € N* :

H, : 3Q, une fonction polynomiale avec deg(Q,) < n—2, Vo € R, Py(z) = (=1)" nlz" ' + Q. (z)
Initialisation. La formule est correcte pour n = 1 en prenant ()1 = 0 étant donné que P, = 1.
Heérédité. On suppose le résultat vrai au rang n € N* fixé. On a :

Vz €R, Py(z) = (—1)" nlz"! + Q. ()

et en dérivant :
Vo e R, Pi(z) = (—1)"nl(n — 1)2""2 + Q ()
On remarque que si n = 1, le coefficient devant ™2 est nul ce qui ne pose donc pas de probleme
d’écriture.
Or d’aprés la relation de la question précédente, pour x € R :

Poii(z) = (1+2°)P.(x) - 2nzP,(x)
= (14 22)((-1)"nl(n - 12" 2 4+ Q\(z)) — 2nz((—1)" Inlz" ! + Q,(z))

= (=D)"tnlz"((n—1) = 2n) + (=1)""nl(n — )z" % 4+ (1 + 2°)Q.,(z) — 2n2Qn(z)
=Qn+1(2)

= (=D"(n+ D" + Qns1(z)

Par hypothése de récurrence, on a deg(Q,,) < n — 2 ainsi deg(Qn+1) < n — 1 comme voulu.
Ce qui démontre que H,11 est vraie et termine la récurrence. Avec I’écriture proposée, on en déduit
que :

Pour tout n € N*, deg(P,) =n — 1 et le coefficient dominant de P, est (—1)""!n!

(c) Démontrons par récurrence sur n € N* la propriété suivante :

Hy Ve eR, 1422 (@) +22(n+ 1) O (@) +nn+1)f™(z) =0

e Initialisation. Pour n = 1, il s’agit de démontrer que pour tout z € R :

(1+2%) fP(2) + 62 @) (x) + 2f/ () = 0

Avec les valeurs de f/, f” et f () obtenues a la question 1.(a), ceci est immédiat & vérifier.

e Hérédité. On fixe n € N* et on suppose que la formule au rang n est vérifiée. Dérivons cette expression
sachant que f est de classe C* sur R, cela donne pour tout z € R :

20 f ) (2) + (14 2%) f ) (2) + 2(n + 1) T (@) + 22(n + 1) fT (2) + n(n+ 1) f T (2) =0

Ce qui donne bien en simplifiant et en regroupant les termes :

1+ 22 f ) (@) + 22(n + 2) f"D () + (n + 1) (n +2) f*TD(2) = 0

C’est exactement la formule au rang n 4+ 1. Ce qui termine la récurrence.

Ve e R, (14 22) "2 (x) 4+ 2z(n + 1) fO (@) + n(n+ 1) f™(z) = 0



MPSI2 DS2 corrigé 2024-2025

2. (a) Démontrons la formule annoncée par récurrence sur n € N* :

™

H, : Vz R, f(n) () = (n— 1D)!cos(f(x))" sin <n<f(x) + 5))

1
Initialisation. Pour n = 1, nous savons que f : x 152 Le membre de droite vaut :
x

1 !
1 +tan(f(x))2 1422

0! cos(f(x)) sin (f(x) + g) = cos?(f(z)) =

Ceci en utilisant les formules de trigonométrie :

Va € R, 1+ tan®(a) = et Va € R, sin (a + g) = cos(a)

cos?(a)
Nous avons démontré la validité de H;.

Hérédité. On suppose que H,, est vraie pour un entier naturel n > 1 fixé. Il s’agit de dériver la formule
donnée par H,, ce qui est possible car f, sin et cos sont de classe C* sur R. Pour tout z € R :

F @) = (=1 = nf()sin(f (@) cos(f (@) sin (n(f(x) + 3 ) ) +nf () cos(f(x))" cos (n(f2) + F)))
= nlf(w) cos(f(2))"" ( — sin(f(@) sin (n(£(2) + ) ) + cos(F(x)) cos (n(f(@) + 5)))
= nlf' (@) cos(f(@))" " (cos (£(2) +n(f(@) + ) ))
= nleos®(f(@)) cos(F(@))"Fsin (0 + 1) (@) +5)) (k)

= nlcos(f(x))"sin ((n+1)(f(2) + 7))

(%) Pour ce passage, nous avons utilisé f’ = cos(f)?, formule que nous avons vue dans l'initialisation ainsi

T
que la relation trigonométrique classique : Va € R, sin (a + 5) = cos(a).

Ceci démontre que H,4+1 est vraie et termine la récurrence.

Vn e N*, Vz e R, f™(z) = (n —1)!cos(f(z))" sin (n(f(x) +

O . .
- =, = [, intervalle sur lequel cos est strictement positive.

(b) La fonction Arctan est a valeurs dans } 53

Vz € R, cos(f(z)) >0
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(c) D’apres les deux questions précédentes, pour n > 2 :
f™M(z)=0 < sin (n(f(x) + g)) =0

& n(f(a:)+ g) =0 [n]

o Jkez, f(a;):(2k2nn)7T
& melln-1) f@= P
& Eike[[l,n—l]],a::tan<W)

T
(%) Pour justifier ce passage, il faut remarquer que la fonction f est a valeurs dans } —93 [ et :

E<M<E<:>O<2k7r<2mr<:>0<k<n
2 n 2

. . . . m™ T . A~
La fonction tan étant strictement croissante sur } — 53 [, elle ne prend pas deux fois la méme valeur et

nous avons trouvé nos n — 1 racines distinctes de f ),

2k —
Les zéros de f sont les tan ((an)Tr> avec k € [1,n — 1]

3. (a) Dé¢ja la fonction ¢ est bien définie sur R car son dénominateur ne s’annule pas puisque a ¢ R.

Pour z € R, nous avons :

1 1 r4+a—1if T+ . -6

t+a z+a+if (r+a)2+p2 (w+a)2+52+z(:v+a)2+ﬁ2

p(z) =

On voit ainsi que u et v sont de classe C*° sur R donc ¢ est de classe C* sur R. Ce qui va légitimer toutes
les dérivations que nous allons effectuer dans la suite.

© est de classe C* sur RI

b) Pour tout z € R, nous avons (z + a)p(x) = 1, ce qui se traduit avec les notations de 1’énoncé par :
( : @ , ce q D

(x 4+ a+ip)(u(z) +iv(x)) =1

En identifiant les parties réelles et imaginaires dans la relation précédente, nous avons :

{($+a)U($)—Bv($) = 1 (1
Pu(z) + (z+aju(z) = 0 (2)
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(c) On trouve ces deux formules & partir des relations (1) et (2) en procédant de la méme facon que dans la
question 1.(c), c’est-a-dire a I’aide d’une récurrence et en dérivant la relation au rang n pour passer au rang
n+ 1.

(x + a)u(”) (x) + nu(”_l)(m) — Bo™ (r) =
Bu™ (z) + (z + o)™ (z) + no™ V() =

(d) On réalise ensuite la combinaison (3) 4+ i(4) pour obtenir, toujours pour = € R :
(@ +a+iB)ul™ (@) + (=B +i(z + )0 (@) + n(u"V(z) + i V(2)) = 0
ou encore en simplifiant :
(& + o+ i) (@™ (@) + o™ (2)) + () + oD (z)) = 0

et en réutilisant la fonction ¢ :

Vn>1, Vo eR, (z+a)p™(z)+ne™ D(z)=0

(e) Démontrons par récurrence sur n € N :

Initialisation. Pour n = 0, la formule est évidente.

Hérédité. On suppose le résultat vrai au rang n — 1 avec n un entier naturel non nul fixé.
D’aprés la relation trouvée a la question précédente, nous avons :
1 (=) t(n—1)! 1 (=1

R (TL) — (TL—l) = — -
Vz € R, ¢"(z) ne ($)X$+a n (z +a)m xx+a (z + a)t1

Ce qui termine la récurrence et démontre la formule souhaitée.

n —1)"™n!
VTLEN, (P():U'—}([E(—F()l)n"rl

(f) Pour z € R, on réalise la décomposition en éléments simples suivante :

S B 1 YRS
) = 1+22  (z—i)(z+1) _Z(x—i x+i)

VmER,f’(w)—l( L L )

T 2i\x—i x+i

(g) Il reste a appliquer la formule trouvée dans la question 3.(e) pour obtenir :




