Chapitre 1 : Sommes et produits AR1-3

n
1-Soit n € N, calculer S = Z(\/E— vk —1).
k=1

n—1
2-Soit g € C et n > 4, calculer S = Z q .
k=3

n
3-Calculer Z k x k! en faisant apparaitre une somme télescopique.

k=0

2n
4-Soit n € N, calculer S = Z k3.

k=n
n

5-Soit g € C et n € N*, calculer Z(—l)qu.
k=1

1 n—1

n
6-Soit n € N avec n > 2, démontrer que : S = =
= . kZ:Q —k n

n
7-% Calculer § =) "(—1)*k*.
k=1
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donne :

1-Soit n € N, calculer § = Z(\/F —Vvk—=1).
k=1

S=va-V0=yn

«O>» «F>r «=r «=>» = A

Réponse : On reconnait directement une somme télescopique, ce qui



n—1
2-Soit g € C et n > 4, calculer S = Z q .

k=3
Réponse : Dans le cas particulier ol g =1, on a
qg#1,onposei=k—3:

n—1 n—4
> d

— N g3 =
k=3 Z

S =n—3. Pour

n—4 n—3

q 1
__q3§ :qI::q3 —
i—0 i—0 aq
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Chapitre 1 : Sommes et produits AR1-3

n
3-Calculer Z k x k! en faisant apparaitre une somme télescopique.
k=0

Réponse : En faisant apparaitre une somme téléscopique, on a :

n

D kxkl = > (k+1-1)xK
k=0

k?o

= D ((k+1)x k! — k)
kﬁo

= > ((k+1)! =k
k=0

= (n+1)!-0!

= (n+1) -1
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Chapitre 1 : Sommes et produits AR1-3
2n
4-Soit n € N, calculer § = Z k3.
k=n
Réponse : Ona:
2n n—1
S=> K-> K
k=1 k=1
Avec la formule du cours :
s_ (2n)?(2n+1)2  (n—1)%n?
N 4 4
En développant et en simplifiant, on trouve :
o n?(15n° + 18n + 3)
B 4
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n

5-Soit g € C et n € N*, calculer Z(—l)qu.
k=1
Réponse : ¢ Sig+# —1,0na:

n n

Y1 =3 (~a) = —q
k=1 k=1

e Si g = —1, on obtient :

L (9" -1

g-1

L (a1

g+1
> (1)K k:ilzn
k=1

k=1
«O> A Fr «=)r» «=)» = Q>



Chapitre 1 : Sommes et produits AR1-3

6-Soit n € N avec n > 2, démontrer que :

n 1 n—1
S: 2 pr—
kZ:2k—k n

Réponse : Démontrons I'égalité annoncée par récurrence sur n > 2.

e Initialisation. Pour n =2, il n'y a qu’un seul terme dans la somme qui
o1

vaut bien —.

e Hérédité. On suppose la formule vérifiée a un rang n > 2 fixé,
démontrons-1a au rang n+1. On a :

tlooq noo1 1

S=Y ———=> +
o k2—k [ k—k (n+1)2—(n+1)
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Chapitre 1 : Sommes et produits AR1-3

D’apres I'hypothése de récurrence, nous savons calculer la premiére
somme :

n—1 1 n—1 1 n
S = + = + =

n (n+1)2—(n+1) n n+n n+1

Ce qui constitue bien la formule voulue au rang n+ 1 et termine la
récurrence. On conclut :

n 1 n—1
> 2 =
Vn > ’;W—k

n
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Une autre méthode consiste a faire apparaitre une somme télescopique de
la facon suivante :

o o1
kzzz/@—k - Zk(k—l)
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Chapitre 1 : Sommes et produits AR1-3

7-Calculer § = Z(—l)kk2 pour n € N*.
k=1

Réponse : e Supposons que n est pair, c'est-a-dire qu'il existe p € N* tel
que n = 2p. Dans ce cas :

2p 2p 2p
S=> (1K= (-DFk+ Y (-1
k=1 k=1 k=1
pair impair

Quand k est pair et k € [1,2p], on peut I'écrire k = 2i pour i € [1, p].
Quand k est impair et k € [1,2p]], on peut I'écrire k = 2i + 1 pour
i€0,p—1].
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On obtient :
P . p_l .
S o= D (1@ A+ (-1)P(2i + 1)
i=1 i=0
P p—1
= 4) P> (47 +4i+1)
i=1 i=0
p p—1 p—1 p—1
S ONED W R MEIN
i=1 i=0 i=0 i=0
2 1
_ a2 4(P2)P_p:2p2+p:2(_) +g_n(n2+ )

«AO> «F)>r «=)r « =)

DA



e Supposons n impair, on peut écrire n=2p+1avec pe N. On a:
2p+1

s = Y (—nkK
k=1

= SR (1P 1)
k=1

= 20 +p—(2p+1)°=-2p*"-3p—1

- () ()
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Finalement :

n(n+1)
S —

5 si n pair
n(n+1)
2
Ce que I'on peut synthétiser en :

si n impair

VneN, S= (—1)"@
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