Chapitre 11 : Structures algébriques AR11-2

1-Dans le magma (N, +) exhiber un élément régulier et non inversible.

2-Soit E un ensemble, on considére la loi U sur P(E). Donner I'élément
neutre de cette loi. Quels sont les éléments inversibles 7 Quels sont les
éléments réguliers?

3-Dans un monoide, deux éléments inversibles distincts peuvent-ils avoir le
méme inverse ?

4-Soit (E, *) un monoide. Vrai ou faux : si a € E est son propre inverse
alors a est I'élément neutre de E.

5-On se place dans F(N,N) muni de la composition. On pose
S :n~— n+1 définie sur N. Donner un inverse a gauche de S. Montrer
que S n’'a pas d'inverse a droite.
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1-Dans le magma (N, +) exhiber un élément régulier et non inversible.

Réponse : Cette loi est commutative. L'élément 2 est régulier car :
V(m,n) N2 24 m=2+n=m=n

Pourtant 2 n'est pas inversible car —2 ¢ N.
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2-Soit E un ensemble, on considére la loi U sur P(E). Donner I'élément
neutre de cette loi. Quels sont les éléments inversibles 7 Quels sont les
éléments réguliers?

Réponse : Cette loi est associative et commutative.

e Pour toute partie Ade E, on a: AU = A ainsi () est |'élément neutre
de U.

e Soit A une partie de E inversible, il existe A" une partie de E telle que :
AUA" = (). Ce qui implique que A = (), ainsi I'ensemble vide est le seul
élément inversible.

e () est régulier car inversible. Soit A une partie non vide de E avec a € A,
ona:AUD = AU{a} pourtant ) # {a}, ce qui démontre que A n'est pas
régulier. L'ensemble vide est le seul élément régulier du monoide.
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3-Dans un monoide, deux éléments inversibles distincts peuvent-ils avoir le

méme inverse ?

Réponse : Soient x et y deux éléments inversibles du monoide, on
suppose que x1= y_l. En prenant l'inverse, il vient :

(x =1 cest-adire: x=y

Deux éléments qui ont le méme inverse sont donc égaux.
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4-Soit (E,*) un monoide. Vrai ou faux : si a € E est son propre inverse
alors a est |'élément neutre de E.

Réponse : C'est faux. Reprenons I'exemple introductif du cours :

{id, r1, 2, sa, sg, sc} muni de la composition, c'est bien une loi associative
qui posséde un élément neutre : id. On a : sy 0 54 = id donc s est son
propre inverse, pourtant sa n'est pas I'élément neutre de ce magma.

Autre exemple : dans (Z, x), ona: —1 x —1 =1 donc —1 est son propre
inverse.

08/12/25  5/4



Chapitre 11 : Structures algébriques AR11-2

5-On se place dans F(N,N) muni de la composition. On pose
S :n~— n+1 définie sur N. Donner un inverse a gauche de S. Montrer
que S n'a pas d'inverse a droite.

Réponse : On pose :

T : N = N

N 17 sin=0
n—1 sin>0

Pour tout n€ N, ona: T(S5(n)=T(n+1)=(n+1)—1=n. Ainsi

T oS =idy. Ce qui démontre que T est un inverse a gauche de S et il y
en a une infinité puisque la valeur 17 est arbitraire.
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Par contre, S n'a pas d'inverse a droite, en effet supposons par I'absurde
que So T =idy ou T est une fonction de N dans N. On a en particulier
S(T(0)) = 0 ce qui est absurde car S ne prend pas la valeur 0.
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