MPSI2

Arithmétique dans Z

Chapitre 2% x 3

Q Montrer que 11]223 + 321,

Trouver les entiers n € Z tels que :

10[n% + (n + 1) + (n + 3)?

Q Soient (x,y) € Z*. Montrer que :

Tz et Ty < 7|2 + 52

Soit n € Z. Montrer que le pged de 2n +4 et 3n+ 3
appartient a {1,2,3,6}.
Montrer que pour tout n € N*, n + 1 et 2n + 1 sont
. P 2n
premiers entre eux. En déduire que n + 1‘ .
n

1 . . ’ .
Quel est I'intrus parmi les numéros d’exercices ?

Q Trouver tous les entiers naturels x et y qui vérifient :

{ pged(z,y) =5

ppem(z,y) = 60

a) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique
couple (an,b,) € N? tel que (1 + \[2)” = a, + by V2.
b) En déduire que a,, et b, sont premiers entre eux.

Déterminer le pged et des coefficients de Bézout pour :
a)a=33etb=24

b) a =37 et b=27

c)a=270et b=105

O Soit p > 3 un nombre premier. Montrer que :

24[p* — 1

% Montrer que pour tout n € N :

VneQe ImeN,n=m?

* A Dlaide de congruences, montrer que pour tout
entier naturel n :

a) 7|32n+1 +2n+2

b) 6/5n° +n

C) 5‘2277:‘,»1 + 32n+1

d) 94" —1—-3n

% Soient a € Z et b € N*, on note ¢ le quotient de la
division euclidienne de a — 1 par b. Déterminer le quotient
de la division euclidienne de ab™ — 1 par b"*! ot n € N.

* Soient (z,y, z) € Z* solutions de x> + 3* = 23.
Montrer que I'un des entiers z,y ou z est divisible par 3.

% Soient a et b premiers entre eux. Montrer que ab
et a + b sont premiers entre eux.

Ox Trouver tous les entiers x qui vérifient :

i

% Résoudre dans Z les équations suivantes :
a)x— 1|z +3

b) @ + 2[x? + 2

c) zy =3z + 2y
1 1 1

)2ty =3

2
5 [13]

o,

O Soient (a,b,c) € Z* avec ab # 0 et d =pged(a, b).
On note (E) I’équation : ax + by = c.

a) Montrer que (F) possede une solution si et seulement si
dlc.

b) On note (zg,yo) une solution de (E). Donner toutes les
solutions de (E) en fonction de xg, 3o, a,b et d.

¢) Application : de combien de fagons peut-on obtenir
34 euros avec des pieces de 2 euros et des billets de 5 euros ?

%% On note Div(n) 'ensemble des diviseurs positifs
d’un entier n € Z. Soient a et b premiers entre eux et :

_ Div(a) x Div(b) — Div(ab)
pr (k, 1) -kl

Montrer que ¢ est une bijection.

% % Montrer qu’il existe des plages arbitrairement
grandes d’entiers consécutifs n’étant pas premiers.

% % Montrer que pour tout entier naturel non nul n :

4n3 4+ 6n% + 4n + 1 est composé

% Soient a et p deux entiers supérieurs a 2. Montrer
que si a” — 1 est premier, alors a = 2 et p est premier.

%% Montrer que le nombre de diviseurs positifs de
n € N* est impair si et seulement si n est un carré parfait.

O % (Petit théoreme de Fermat). Soit p un nombre
premier.

a) Montrer que si 1 < k < p — 1, alors p‘ (Z)

b) Soit n > 2 un entier et (x;)1<;<n € N". Montrer que

lentier A suivant est divisible par p :

A= () zx

=1
¢) Montrer que si n est premier avec p, alors n?~* = 1[p].

% %% Montrer que si (a,b) € N* on a :

aANb=1< N\ (aN+ bN) fini
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Défis

* % Soit A C [1,2n] avec Card(A) = n+1oun € N*.
Montrer qu’il existe (p, q) € A% avec p # ¢ tels que p|q.

Y% Par combien de 0 se termine 1000!?

%% Montrer que deux points du plan a coordonnées
1
entiéres sont & des distances différentes du point (\/5, §)

% Trouver les trois derniers chiffres de 799%°.

%% Un nombre entier n € N* est divisible par tous
les entiers de 2 a 31 (inclus) sauf par exactement 2
d’entre eux qui sont consécutifs. Quels sont ces deux entiers
consécutifs ?

% % % Existe-t-il un polynéme a coefficients entiers

naturels non constant P tel que :

Vn € N, P(n) soit premier

% % % Montrer que si n est un entier naturel

supérieur & 2 alors n' + 4" n’est pas premier.
Y% % % Montrer que la fonction définie sur N* par :

f:nl—>{n+\/ﬁ+%J

prend comme valeurs tous les entiers supérieurs a 2 sauf les
carrés.

%% %% Dans un pays lointain, une belle princesse a
n prétendants. Ne sachant lequel choisir, elle les dispose en
cercle et les numérote dans ’ordre de 1 a n. Elle exclut
du cercle un prétendant sur deux en commencgant par le
numéro 2 (qui est donc le premier éliminé). Elle procede
ainsi en poursuivant les tours de cercle jusqu’a ce qu’il ne
reste qu’un prétendant, qu’elle épouse. Comment prévoir le
numéro de I'’heureux élu?
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