MPSI2 Colle 7 : Nombres complexes

2025-2026

n—1

% %% Soit n € N*. Soit w une racine n-iéme de I'unité, simplifier Z(kz + 1)wk.

k=0

Corrigé : e Traitons tout d’abord le cas ot w =1. On a :

n—1 n—1 n

. 1
Sk k= (k1) =Y k= "D
k=0 k=0 k=1

n—1

e On suppose dans la suite w # 1. Notons S = Z(k + 1)w" et simplifions la quantité (1 —w)S. On a :

k=0
n—1 n—1 n—1 n—1
I-w)S=S-wS=> (k+ 1w —wd (k+ Dk =3 (k+ 1" = > (k+ HuFt =>"
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

n—1

(k+ Dk = kwk
k=1

La plupart des termes peuvent se regrouper sauf ceux correspondant & k = 0 dans la premiere somme et a k = n dans la

seconde somme. Cela donne :

n—1

k=1

n—1 n—1
(1—w)5’:1—nw”—|—z((k—&—l)wk—kwk) zl—n—l—Zwk:—n—i—Zwk:—n
k=1 k=0

n—1

w"—1
Au cours du calcul de la ligne précédente, nous avons utilisé le fait que w"™ =1 et Z WP

k=0
Finalement (1 — w)S = —n donc S = 7 ilw.
1
. D o1
& 2
Z(k+1)w =
k=0 " siw#1
l-w

% Résoudre 'équation |z 4+ 1| = |z| + 1 d’inconnue z € C.

Corrigé : Notons z = a + ib avec (a,b) € R?. On a :

lz+1=|z]+1e Va+1)2+02=vVa2+02+1< (a+1)2+b* =a®>+b* +2Va2 + b2+ 1

On préserve bien 'équivalence en élevant au carré car les nombres mis en jeu sont positifs. On simplifie pour obtenir

a = Va2 + b2, c’est équivalent & a > 0 et a® = a® + b d’ott b = 0. Finalement :
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* Soit n € N*, simplifier Z |z — 1]

zeU,

Corrigé : On connait ’écriture explicite des éléments de U,,, ce qui nous permet de réécrire la somme :

S Z |€Z1:7r _

Pour simplifier cette somme, nous pouvons utiliser la technique de I'angle moitié :

nt k km
ik —ikm
= S = S ()] = ofon ()
le ( e en | isin sin -
k=0
. - . ikm , T _(n—1r
Ceci en utilisant le fait que e » et isont de module 1. D’autre part,ona: 0<k<m—1donc0< — < —— <71
n n

km
donc sin (—) > 0 et on peut enlever la valeur absolue et on obtient :
n

n—1

= QZsm (lm)

n—1

. , P . . ikm
On retrouve alors un exercice connu, on remarque que S est égal au double de la partie imaginaire de E e n . Calculons

k=0
cette derniere somme :
n—1 n—1 AT\ gy
ikm im en )" —1 -2 -2 im 1 1
T:Zei = (e )F = ( ”r) = — = — —— = —2¢ — *Z(COb (—)—Zbln( )) —
=0 =0 en —1 en —1 em(ezmn —ezn) 2i sin(5-) 2n// sin(F-
o : cos(g;;) u
La partie imaginaire de cette expression vaut ( F') cotan(Q—)
in(o- n
2n

Finalement, en multipliant par le facteur 2, il vient :

Z |z — 1] = 200tan(l>
2n

z€eU,

% Déterminer le lieu des points M d’affixe z qui sont alignés avec les points I d’affixe i et M’ d’affixe iz. Déterminer
également le lieu des points M’.

Corrigé : e Remarquons tout d’abord que si z = i alors les points M, I et M’ sont alignés puisque M et I sont
confondus. Dans la suite de I’étude prenons z # 7.

On a:

1 — 12

M, I et M’ alignés <& M1 et M'I colinéaires < eER

1— 2z

On pose z = = + iy avec (z,y) € R?. On a :

i—iz i—i(w+iy)  y+il—2z)  (y+il—z)(—r—i(l-y) —azy+1-z)1—-y)+i(z(z—-1)+yly—1))

i—2z i—x—iy —z+i(l—y) (—z+i(1l—-y)(-z—i(l—y) 22+ (1—y)?

Ce nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle, ¢’est-a-dire : —z + 22 + 3% —y = 0. On peut
reconnaitre I’équation d’un cercle puisque ’on peut réécrire :
1\2 1y2 1 K -
(m 2) +<y 2) 2 ’Z (2+22)‘ 2 ’Z (2+22)‘ /2

1 1
On reconnait ’équation du cercle de centre €2 d’affixe 3 + 52 et de rayon —.

N
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1 1 1
Le lieu recherché est le cercle de centre €2 d’affixe 3 + —i et de rayon —

2 vz

e L’affixe de M’ est I'image de I'affixe de M par la multiplication par i, géométriquement cela correspond &

0 1
la rotation de centre l'origine du repere et d’angle 5" L’image du cercle de centre €2 d’affixe 3 + —i et de rayon — est le

2 V2

1 1 1
cercle de centre 2 d’affixe —3 + —i et de rayon —.

2 V2

) . . . _ “~ (n . A
* Soit § € R et n € N. Simplifier C,, = Z <k> cos(kf) et S, = Z (k) sin(k9).

k=0 k=0

Corrigé : L’idée va étre de regrouper les cosinus et les sinus pour pouvoir utiliser ’exponentielle complexe. On a :
Cp + 1S, = Z (k) (cos(k6) + isin(k0)) = Z (k) e = Z (k) (e)YF1n=F = (e 4 1)
k=0 k=0 k=0
On reconnait une situation ot il faut utiliser la technique de I’angle moitié :

Cp+1iS, = (e%(e% + 6759))n = ¢"3"2" cos (g)n = 2”((}05 (%9> + isin (%9)) cos (g)n

On identifie les parties réelles et imaginaires pour obtenir :

C, = 2" cos (%6) cos (g)n et S, = 2" sin (%0) cos (g)n

14 5)7

@ Donner la forme algébrique de z = %
J
Corrigé : Onal+j+j2=0donc 1+ j=—j% dautre part j° = 1. Ces deux remarques nous permettent de faire le
calcul suivant : o onr ovr "
e I o I i I e r T 3Y4 _
z= = =T33 T 393 — a5 =)= (") =
J 777 J°J J
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% Soit 8 € R et n € N*, déterminer le module et un argument de z = (1 + cos(8) + ¢ sin(5))".

Corrigé : En utilisant la technique de ’angle moité, on a :

z=(1+cos(B) +isin(B))" = (1 +eP)" = (elg(eig + e*ig)) = ¢'"F x 2" x cos (g)

Trois cas peuvent se présenter :

n
® si cos (é) = 0 alors z = 0. Le module est nul et on ne peut pas donner un argument de 0.

e si cos (g) > 0 alors |z| = 2" X cos (g) et % est un argument de z.

n
® si cos (§> < 0, on peut réécrire :

z= (—2” X CoS <§>n) X (—ei?) - <_2n X COS (g)") % (ei%”ﬂ‘w)

>0

n n
Dans ce cas le module de z vaut —2" x cos (g) et un argument de z est 75 + .

a—2>b
1—ab’

%% Soient a et b deux nombres complexes tels que ab # 1. On pose z =

1. Démontrer que :
z2l]=1<aj]=1oulb =1

2. De méme, trouver une condition nécessaire et suffisante pour que |z| < 1.

Corrigé :

1. On raisonne par équivalences :

2| =1 & z2z=1

< aa—ab—ba+bb=1—ab— ba+ aabb
& 1+ al*b]? —|a]* = [b* =0
& (la>=1)(p* —1) =0

& Jaj=1oulbh =1

@ % Donner le module et argument des deux nombres complexes suivants ot n € N* :

21 = —sin(20) + 2icos(0)® et zp = (13 _22>n
—2i

Corrigé : eOn a:
21 = —2sin(f)cos(8) + 2icos(h)?

= 2cos(0)(—sin(f) + icos())

- 2005(6)<c0s (9+ g) + isin (9+ g))

= 2cos(f)e’ )
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Ainsi le module de z; vaut 2| cos()|. Pour un argument, il y a 3 cas :
» si cos(f) =0, z; n’ pas d’argument.
» si cos(f) > 0, z; a pour argument 6 + g

3m

» si cos(f) < 0, z; a pour argument 6 + -

eOna:

2= (13: le)n - (((13_ 2@3)((114;2;3))71 =1+ = VT

n T
Le module de z; vaut 22, un argument de 25 est nZ

% Résoudre I’équation suivante, sachant qu’elle possede une solution réelle :

125 + (=14 2i)2% — (4+4)z +3(—=1+2i) =0

Corrigé : Soit = réel, = est solution de I’équation si et seulement si :
ix 4 (—1+2i)2® — (4+i)r +3(-1+2i) =0
Dans cette expression qui est égale a 0, les parties réelles et imaginaires sont nulles donc :

—2? —4x —-3=0
24222 —246=0

On résout sans probleme la premiere équation qui a pour solutions —1 et —3. Par contre, seul —3 est solution de la
seconde équation. On en déduit que z = —3 est 'une des solutions de I’équation de départ, ce qui nous permet de factoriser
Iexpression par z + 3. Cela donne :

1234 (=1 +20)2° —(4+i)z+3(-1+2) =0=(2+3)(iz2 + (=1 — i)z + (=1 + 20))

On applique la méthode habituelle pour trouver les racines du polynome de degré 2 restant, on obtient 1 — 2¢ et 7. Les
solutions de I’équation de départ sont —3, 7 et 1 — 2.

%% Dans le plan complexe, placer les points M d’affixe z tels que :

22— (1+i)? =722 —(1—1i)?

Corrigé : Notons z = x + iy avec (z,y) € R%. On a :
2142 =22-1-i)? & 22-2Z2=01+49)?-(1-1)?
& (z24+2)(z—2)=4
& 2 X 20y =44

& zy=1

1
L’ensemble recherché est la courbe d’équation y = — (une hyperbole).
x
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% Pour n € N*, trouver tous les nombres complexes z tels que (\/3 + 3i)z"™ = —6.

Corrigé : On transforme tout d’abord I’équation pour se ramener une forme z"™ = w que l'on sait résoudre a l’aide des
racines n-iéme de 'unité. On a :
—6 N 6(vV3-3i) .,  V3-3i

(V3+3i)2" = -6 2" =

—_— s = z
V3 + 3i 12 B

i
On doit ensuite écrire ,L sous forme exponentielle, ce qui donne en calculant le module qui vaut v/3 :
3—3i 1 3 ix
V33 V(- 7+i£) = v/3e%
2 2 2
Il reste a résoudre I'équation en utilisant les racines n-ieme de I'unité :

;z":\/§e32é7r & (;) =1

3%@25&:
z 2ikm
< Jkeon—-1], —FF=¢n
3anesn

2ikm + 2im

< Jke[0,n—1], z=3%e

Ainsi ensemble des solutions est :

1+3k

S = {3i62m— o k€ [[O,n—l]]}

Y% On définit le sinus d’un nombre complexe de la fagon suivante :

12 —iz
— e

Vz € C, sin(z) = 5
i

Résoudre I’équation sin(z) = 2.

Corrigé : On utilise la définition de I’énoncé, on résout 1’équation par équivalences :

iz efiz
sin(z) =2 < — = 2
i

1 ,
& X - x= 4i (en posant X = e'?)

& X? —4iX —1 =0 (on sait résoudre cette équation, le discriminant vaut — 12)
& X=(2+V3)iouX=(2-V3)i
& e”=(2+V3)ioue”® =(2—V3)i

On sait résoudre 1’équation e = (2 + \/g)z puisque I'on a appris en cours a résoudre 1’équation e®* = w ot w € C*. On
procede de méme pour trouver :
iz =2+ V3) + zg + 2ikr, avec k € Z

De méme pour I'équation e** = (2 — \/g)z qui nous donne :
iz=In(2 —V3) + Zg + 2ikm, avec k € Z

Il reste a diviser par ¢ pour obtenir les solutions suivantes :

S:{g+2kw7iln(2ﬁ:\/§), ke
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Y% % Simplifier le nombre complexe z suivant en I’écrivant sous forme exponentielle :

L 1+ cos(a) + isin(a)
V/1+sin(2a) +iy/1 — sin(2a)

™
c 0’,[
avec a i| 4

Corrigé : On commence par réécrire le numérateur avec la technique de ’angle moitié :
. o a
1+ cos(a) +isin(a) = 1+ €"* = 2¢'2 cos (5)

Pour le dénominateur, on utilise les formules cos?(a) + sin?(a) = 1 et sin(2a) = 2sin(a) cos(a), ce qui donne :

V1 +sin(2a) +iy/1 —sin(2a) = \/COSZ(Q) + sin?(a) + 2sin(a) cos(a) + i\/COS2(a) + sin?(a) — 2sin(a) cos(a)

= /(cos(a) + sin(a))2 + i1/(cos(a) — sin(a))2
= |cos(a) + sin(a)| + i| cos(a) — sin(a)|
= cos(a) + sin(a) + i(cos(a) — sin(a))

= \/5(\% cos(a) + \% sin(a)) + m@(% cos(a) — \% sin(a))

= V2(cos (§ —a) +isin (5 —a))
_ @J(“)

Ce calcul a pu étre fait en remarquant notamment que cos(a) + sin(a) > 0 et cos(a) — sin(a) > 0 car a € ]0, % [

On termine le calcul :
2¢'% cos (9> i(@,i)
z=72:\f2cos<%)e 21
\/561(2‘“)

C’est la forme exponentielle recherchée car v/2 cos (g) > 0 puisque a € ]O, % [

3

= vican () 7)

% . On se place dans le plan complexe et on considere les points A, B et C' d’affixes respectives z, 22 et z° avec
z € C. Déterminer tous les nombres complexes z tels que ABC soit un triangle rectangle.

Corrigé : Il n’est pas précisé en quel point le triangle est rectangle, ce qui fait 3 cas a étudier. Avant tout remarquons
que si z =0 ou z = 1 alors les trois points sont confondus, ce qui nous donne un triangle rectangle particulier. Prenons dans
toute la suite z € C\ {0, 1} ainsi les différents dénominateurs ne s’annuleront pas.

e Le triangle est rectangle en A si et seulement si /@ et m sont orthogonaux, ce qui se traduit par :

B—z )
3 €ciRez+1€iR & Re(z) = -1
22—z
L’image dans le plan complexe de cet ensemble de points est la droite d’équation z = —1.

—
e Le triangle est rectangle en B si et seulement si BA et l% sont orthogonaux, ce qui se traduit par :

2’3—22

P ciRe —z€ciRe Re(z) =0
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L’ensemble recherché est ici ’axe des imaginaires purs.

—
e Le triangle est rectangle en C' si et seulement si C@ et C'A sont orthogonaux, ce qui se traduit par :

— 23 1 1
TF cRe P ciRe 1+ iR
22— 28 z z
Posons z = z + iy avec (z,y) € R%. On a :
1 r—iy Xy ta—iy
It -=1+5—5= 21 .2
z T +y e +y

Ce nombre est imaginaire pur si et seulement si sa partie réelle est nulle, c’est-a-dire :
P+ +2x=0
On transforme cette équation pour faire apparaitre ’équation d’un cercle :
(rg) +02=(3)
T+ = ==
2) TV T3
. 1 1
Il s’agit du cercle de centre ( ~ 3 0) et de rayon 5

En conclusion, le lieu géométrique recherché est I'union des deux droites trouvées et du cercle.

ok

1. Donner une écriture exponentielle de z; et zs.

z
2. Donner la forme algébrique et une forme exponentielle de z = =,
z2

3. En déduire les valeurs de cos (112) et sin (1%)

Corrigé :

1. Ona |z = \/(2\/6)2 + (2v/6)2 = 4V/3 ainsi :

2= 4\/5(% + z\%) — 136

On a |z = \/(V2)2 + (V6)2 = 2v/2. Ce qui permet d’avoir :

2o = 2\/5(% z?) = 2V/2¢'5

En résumé :

’21 = 4V/3e'T et Z9 = 2V2¢'5

2. D’une part, en utilisant les formes algébriques données dans 1’énoncé, on a :

a_ 2V6(1+i) a(1+)(1-iv3) V3 i1 —
= = arid 23 . =5 (L+V3) +i(1-V3)

D’autre part, en utilisant la question précédente, on a :

4/3e'T -
21 \/>64 _\/ée_,f

225

Finalement, on a :

z= ?((1 +V3) +i(1 —V3)) = Vee i1z
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3. Dans les deux écritures trouvées précédemment, on identifie les parties réelles et imaginaires :

?(1+\/§):\/6C0s<—%) et?(l—\/g):\/ésin(_%)

En simplifiant :

my_14VB V2B L omy VB-1 VB2
cos(m)— 23 = 1 etbm( )— We = 1
T V2+vV6 V6 — V2
Cos(ﬁ)z$et &n(E):%
9
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