MPSI2

Rappels et compléments sur les fonctions

Chapitre 3

(Généralités sur les fonctions)

1 . . P .
Déterminer les ensembles de définition des fonctions
suivantes :

a) f:x—1n(2—1x)

b)g:z— 1ji
c)h:xr @
d) i: 2z~ y/In(In(In(x)))

Oy Soit f une application croissante de R dans R telle
que f o f =idg. Montrer que f est 'identité.

O¥ On pose f:z— In(v/22+1—2x).
a) Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.
b) Montrer que la fonction f est impaire.

% Soit f une fonction de R dans R telle que f o f est
croissante et f o f o f strictement décroissante.
Montrer que f est strictement décroissante.

O Montrer que 'application suivante est bijective et
exprimer f~*(y) pour tout y € R :

f o 1=-11 = R
x

x _ —
1— 22

@ % Déterminer les fonctions de R dans R monotones
et périodiques.

%% On note f: R — R définie par f(z) = 2° +z — 8.
a) Montrer que f est strictement croissante et bijective.
En déduire que f! existe.

b) Trouver tous les réels x vérifiant :

2f(x) +3fHx) =10

@quations et inéquatior@

% Résoudre les inéquations suivantes :
) 4r —1
a
20+1

b) |z —2|>2x—1

@ O Résoudre les équations suivantes :
a) 2cos?(z) +3cos(z) —2=0
b) 4z + 6/x —18 =0
)Vr+T=5-=z
d) 4o — 3 = |2% — 1]
e) lx+1+2z2+1 =4

)
on(e-D) =}

% Démontrer les inégalités suivantes :
1
a) Y(a,b) € R?, ab < 3 (a2 + b2>
b) ¥(a,b,c) € R®, ab + bc+ ac < a® + b? + ¢
1 a+b
* <
¢) ¥(a,b) € (RL)?, (ln(a) + ln(b)) <In ( . )

d) Y(a,b) € R%, (a+b)* < 8(a* +b*)
e) V(a,b,c) € R®, (a+b+c)* < 4a® + 4b* + 2¢2

% % Résoudre les équations d’inconnue = € R :

a):c?’—i—acQ—i—azz—1
3

b) V6 —2+V3—x=Vz+5+V4-3x
c) 4y/x +5v/x =9

) 2% 4+ 2% = 810

e) (x—7)(x—5)(z+4)(x +6) =608

[N

%% Soient (z,y,2) € R®, démontrer que :
2] = lyl| < Jo+ 2l + ly + =

O% ¥ Solent a et b deux réels.
a) Démontrer que +/|a| + la| + |b].

b) En déduire que /|a — b| > ’\/m, \/m‘
(Dérivation)

Montrer que pour tout z € R, ¢ > 1+ .

Soit m € R, on note C,, la courbe représentative de
la fonction :

fm R — R
r+m

2 +1

a) Montrer que les tangentes aux courbes C,,, au point
d’abscisse 0 sont paralleles.

b) Montrer que les tangentes aux courbes C,, au point
d’abscisse 1 sont concourantes.

Combien la fonction polynomiale f : z — z° — 5z 4 2
a-t-elle de zéros réels?

O Montrer que pour tout x € R, :

72
xfjgln(ler)g:c

En déduire nEr-&)iloo kl:[ (1 + ﬁ)

% Quel nombre réel est le plus grand entre ™ et 7°7
* % Soit f : x — €” sin(x) définie sur R. Montrer que :

VneN, Vo e R, f™(z) =2%e"sin (x + n%)
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MPSI2 Rappels et compléments sur les fonctions Chapitre 3
%% Montrer que : Défis
Ve €R, a2+ (z—1)2++/(z+1)2 +22>2 % %% La fonction f € F(R,R) vérifie :
i Vo € R, f(x) = fla—3)f(x +3)
cEtUde de fOl’lCtiOl’lS) Montrer que f est périodique.
Etude de frxe=In(l+e"). % %% a) Montrer que :
On considere la fonction : Vn €N, Vo €RY, W ERY, (n— D)z + o1 Z ny

f o R\{-2} — R
- Ry
T+ 2

a) Déterminer (a,b,c) € R? tels que :
c
V. R\{-2 = b+ ——
z e R\ {-2}, f(z)=ax+ +:c+2

b) Déterminer les asymptotes a la courbe de f.

% On considere la fonction :

f+ D — R

r = Vaz-14+22

a) Déterminer ’ensemble de définition, noté D, de f.
b) Etudier les asymptotes a la courbe de f.
Oy Soit f la fonction définie par :

f(z) = In(

a) Déterminer le domaine de définition de f, noté D.

1422 +2x)

b) Démontrer que f est impaire.

c¢) Déterminer les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition.

d) Etudier les variations de f et dresser son tableau de
variations.

e) En déduire que f est une bijection de D sur un
ensemble a déterminer.

f) Donner le sens de variation de f~1, ainsi que son
domaine de dérivabilité.

g) Déterminer I’expression de f~*.

% On pose f:z— 2?4 In(z) définie sur RY.
a) Montrer que f est une bijection de R’ dans un
ensemble a préciser.

b) Montrer que f~! est dérivable et exprimer (f~')’
en fonction de f~1.

b) Montrer 'inégalité arithmético-géométrique :

1+ ... +xp,

Vn € N*, V(z;)1<i<n € (Rj—)na Yay.xn < "

Y%k % Montrer que si ’on considere 3 réels positifs
a, b et ¢ alors au moins 'un des trois réels a(1—b), b(1 —c),

¢(1 — a) est inférieur ou égal a T

%%k % Montrer qu’il est impossible de trouver deux
fonctions f et g de R dans R telles que :

Vr €R, fog(x)=xet go f(x) = 2>
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