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Ezxercice
Comme z € R, '’équation se réécrit :
1 Arctan(x)
E ! — =
(B) /(@) + —ye) = =
L’équation homogene associée est :
1

(BH) : yf(@) + —y(z) = 0

1
La fonction a : x — — est définie sur R} et une primitive de a sur R’ est A : 2 — In(z). Les solutions de I’équation

x
homogene sont les fonctions définies sur R’} par :

y(z) = Ae~ @) — 2

8

avec A € R.
Les solutions de I’équation homogene sont :

Pour trouver une solution particuliere de (E), on applique la méthode de la variation de la constante en cherchant
Alz)

une solution particuliere sous la forme yq :  — —— définie sur R’ avec A une fonction dérivable sur R’ . La fonction
x

yo est dérivable sur R et :
Vo € RY, yhla) = e
Ainsi :
yo solution de (E) & Vx e RY, yo(z) + —yo(z) =
x

N(z)r — Az)  A(x)  Arctan(z)
22

& VreRY,

/
o VreR:, N(x) _ Arctan(x)
x x

& VreRY, N(z) = Arctan(z)

Il reste & donner une primitive de la fonction Arctan, pour cela on utilise une intégration par parties en posant :

u(z) = 1 u(z) = @
v(z) = Arctan(x) v'(z) = 1:21+1

Les fonctions u et v sont de classe C' sur Ri. On a:

x
241

/Arctan(x)dx = zArctan(z) — / dx = xArctan(z) — %111(:1:2 +1)

1
Ainsi on peut choisir A(x) = zArctan(z) — 5 In(x? + 1) et par suite :

1
Vo € RY, yo(x) = Arctan(z) — o In(z? + 1)
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Finalement ’ensemble des solutions de (F) :

1. (a)

y + RY — R
Suy = A 1 ,AER

— = 4 Arct — —In(z?+1
x x+ rctan(z) 5 n(z”+1)

Probleme 1 : Deux formules pour le calcul intégral

A-Propriété du Roi

On effectue le changement de variable x = a + b — ¢ ce qui équivaut a t = a + b — x qui est bien un
changement de variable de classe C' sur Pintervalle [a, b].

On a : dr = —dt. On remarque enfin que les bornes sont échangées, ainsi :

/abf(t)dt— /baf(a—l—b—x)(—dm) = /abf(a—i—b—x)da;

La variable d’intégration étant muette, on a bien la formule annoncée :

/abf(t)dt = /abf(a—i-b—t)dt

La fonction f est continue sur lintervalle [a,b] ainsi elle possede une primitive, que 1'on note F', sur cet
intervalle. D’une part :

b
/ f(Hydt = [F(t)]L = F(b) — F(a)

D’autre part, une primitive sur [a,b] de g : t — f(a+b—1t) est G :t— —F(a+b—1) ce que 'on voit
immédiatement en calculant G’. Ainsi :

/b fla+b—t)dt = [G()] =[-F(a+b—1)]. = —F(a+b—0b)+ F(a+b—a) = F(b) — F(a)

Et 'on retrouve I’égalité entre ces deux intégrales.

. . o . ™ .
Remarquons avant tout que f o cos et f osin sont bien définies et continues sur [O, 5} car cos et sin

prennent leurs valeurs dans [0, 1] sur cet intervalle et f définie et continue sur [0, 1]. Ce qui permet d’affirmer
I’existence des intégrales mises en jeu. Ensuite, nous utilisons la propriété du Roi :

/072r f(cos(x))dx = /072r f(cos (g B x))dm - /og fentnde

ceci car : Va € R, cos <§ — a) = sin(a).




MPSI2 DS2 Mathématiques Corrigé le 13/10/25

1
(b) i. On applique la propriété du Roi avec la fonction f : x — H—t—()zo% qui est bien continue sur
an(x
T T T T
—, — | sachant qu’ici b=—-+4+—-=—=.0na:
[6 3] nt qu’ici a + 6+3 5 n

! /3 + : I /3 1 d
. 2025 . 2025 4
= 1 tan(z) 144 (g )

T
Or pour tout = € [g,g}, ona:

Ce qui donne :

w3

1 z t 2025
I :/ ——dr = /3 —an(x) soadx = J
% 1+ tan(z)2025 5 1+ tan(x)

ii. Par linéarité de 'intégrale, on a :

5 1+ tan(z)20% /Z
+ [v 1 + tan(x)2025 . A

6 6

iii. Finalement I =Jet I+ J = % Ce qui donne immédiatement :

s

3
s
6

(c) On applique, de méme, la propriété du Roi, la fonction mise en jeu étant bien définie et continue sur

Iintervalle d’intégration. On a :
3 2 3 2
1 1
1 :/ T dx :/ T dx
31427 314277

Ceci en sachant qu’icia+b—x = —3+ 3 —x = —z. En sommant les deux formes obtenues ci-dessus, nous

avons :
or /3(1+ 2)( . )d /3(1+ 2)d [ = 3}3 24
= Xz r = Xz r = | — =X =
L 1120 1t2= Ly 371,

On en déduit que :

3 2
/ LR 12
g 1t20

(d) On applique encore la propriété du Roi, la fonction mise en jeu étant continue sur U'intervalle d’intégration.
Cela donne en utilisant 'imparité et la 2r-périodicité de sin :

I= /0% sin(sin(z)—z)dz = /027T sin(sin(2r—x)—(27r—x))dz = ‘/027r sin(sin(—x)+z)dr = — /027T sin(sin(z)—z)dx = —1

On en déduit que :

/027r sin(sin(z) — z)dz =0
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1. (a)

(b)

()

B-Intégrale et bijection réciproque

La fonction f est continue et strictement croissante sur [a, b] (car f > 0) d’apres le théoréme de la bijection,
elle réalise une bijection de [a,b] dans [f(a), f(b)]. Sa bijection réciproque est définie sur [f(a), f(b)] et &
valeurs dans [a, b].

De plus, f~! est continue sur [f(a), f(b)] en tant que bijection réciproque d’une fonction continue. On en

F(b)
déduit que / fLH(t)dt existe.
f(a)
La fonction f est dérivable sur [a,b] et sa dérivée ne s’annule pas sur [a,b]. On en déduit que f~! est
1
dérivable sur [a,b]. Dans ce cas, on sait que (f~1) = 7ol est continue comme composée de fonctions
@]

continues, ainsi f~! est de classe C' sur son ensemble de définition.

On pose u = f~1(t) qui est de classe C! sur [f(a), £(b)]. On a du = -

Mdt, ce qui donne f'(u)du = dt.

En tenant compte de la modification des bornes, nous avons :
f(b) b
/ ft)dt = / wf(u)du
fla) a
Avec la relation précédente, en sommant :

A?mw+éfﬁ1@&=L?@m+LZﬂWﬁ=[Uw+wﬁwﬁ=wmmzww—ww>

Ce qui démontre bien la propriété annoncée :

La fonction f est bien continue et dérivable sur [a,b] C R car c’est une fonction puissance usuelle.

De plus :
Vt € [a,b], f'(t) =at* 1 >0

Enfin, f’ étant bien continue, f est de classe C! sur [a,b]. On a immédiatement f~1 : ¢ — ta définie sur
[a®, b%].

Avec les notations de la question précédente, nous avons :

/b f(t)dt = /b sagp — [a—li_ltaﬂ}z _ Oé_1~_1<ba+1 B ao‘“‘l)

f(6) by 1 1 b a
1 1 1 atl _ a+l
t)dt = todt = ta = b _
/f(a) / () /aa [l—i—l }aa Oé+1< “ )

67

D’autre part :

On en déduit que :

b f(b)
[ sdes [T wd = bt -0ttt =) - af@)
a f(a)

La formule est ainsi vérifiée dans le cas de cet exemple simple.
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3. (a) i

ii.

ii.

Ici, on doit tenir compte de la remarque sur la modification des hypotheses de 1’énoncé. La fonction
m
f:t— +/tan(t) est continue et strictement croissante sur [O, Z} comme composée de deux fonctions

usuelles continues et strictement croissantes.

Ainsi f réalise une bijection de [0, %} vers [f(O), f(g)} = [0,1].

Pour z € [O, %} et y €[0,1], on a :
y = f(z) &y = tan(z) & y* = tan(x) < = = Arctan(y?)

En effet : Vz € [O, Z}, Arctan(tan(z)) = .
On en déduit que f vérifie les hypotheses du théoreme et :

_ s
R (ST (Y
t +— Arctan(t?)

Grace a la question précédente, nous pouvons appliquer le théoreme :

/0X Vean(t)dt + /OlArctan(tQ)dt - %f(%) —0f(0) = %

On en déduit que :

1
I=- —/ Arctan(t?)dt
4 Jo

Effectuons une intégration par parties sur la nouvelle intégrale obtenue a la question précédente.
On pose :

2t

v(t) = Arctan(t?) o'(t) = 114

Les fonctions u et v sont bien de classe C! sur [0, 1]. Nous obtenons :

1 1 1 2t2 T 1 t2
/ Arctan(t?)dt = [tArctan(tz)} — / —gdt = — — 2/ ——dt
0 0 0 1+t 4 0 1+ 4

En injectant ceci dans la formule de la question précédente, nous avons directement :

1 t2
=2 [ e
o 1+t4

(b) Soit t € R, on fait apparaitre une identité remarquable :

1=t 422 +1 -2 = (P + 1222 = (2 +V2A+ )2 - V2 + 1)

(c) Pour t € R et (a,b,c,d) € R?, on réduit au méme dénominateur :

at+b ct+d (at +b)(t? + V2t + 1) + (ct + d)(t? — V2t + 1)

2241 24Vt +1 t44+1




MPSI2 DS2 Mathématiques Corrigé le 13/10/25

On identifie les deux numérateurs en développant :
P=(a+)P+(a—c)V2+ (b+d)+ ((a+c)+ (b—dV2)t+ (b+d)

Ce qui nous donne le systeme :

a+c =0
(a—c)V2+(b+d) = 1
(a+c)+(b-—dvV2 = 0
b+d =0
On résout ce systeme sans probleme :
V2
a = =2
4
b =0
V2
c = ——
4
d = 0
Finalement :
t? 2 t t
VieR, —— = \[( _ )
L+t 4\2—V2t+1 2+V2t+1
(d) On effectue le changement de variable u = —t qui est bien un changement de variable de classe C! sur

[0,1]. On a du = —dt. On obtient :

1 t -1 —Uu -1 U
- dt= —  (—du) = I —
/ot2+\@t+1 /0 uQ—\/§u+1( ) /0 u? —2u +1

La variable d’intégration étant muette, on a bien :

1 t -1 t
/dt:/ oty
0 t2+V2+1 0 t2—V2+1

(e) D’apres les questions précédentes, nous avons :

1 t2
I = 2/ A
o 1+t
2/ (1 t 1 t
_ f(/ dt—/ i)
2 \Jop 2—V2t+1 0 24+V2t+1
2/ (1 t -1 t
_ f(/ dt—/ )
2 \Jp 2—V2t+1 0 t2—V2t+1
2/ 1 t 0 t
= f(/ dt+/ 7&)
2\ 2—-V2t+1 a2 —V2u+1

2 [t t
_ f/ L S
2 _1t2—\/§t+1

Ceci en appliquant la relation de Chasles. On a bien :

D) 1
2 _1t2—\/§t—|—1
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(f)

Il reste & calculer cette derniére intégrale en transformant ’expression, comme vu en cours. Pour t € [—1,1] :

t _1 2t _1< 2t — /2 N V2 )
22 4+1 2 2-V2+1 2\2 - \2t+1 22t +1

e La premitre partie s’intégre en ¢ — In(#* — V2t + 1). En effet, pour tout ¢t € R, t* — V2t +1 > 0 puisque
le discriminant est strictement négatif.

e On transforme la seconde fraction, en ignorant pour I'instant le numérateur :

1

1 1
2—V2A+1 (- ¥2)24

(t = )2 + ()2

2

Ce qui s’intégre en ¢ — v2Arctan(v/2t — 1).
Finalement, en tenant compte de tous les coefficients, on a :

2 1 t
PR ——
2 J o2 —V2u+1

_ \f X % < ([~ var + 1)}1_1 + [2Arctan(v2t - 1)}1 )

-1

2
= \4[<1n(2 —V2) —In(2 + V2) + 2Arctan(v2 — 1) + 2Arctan(v/2 + 1))
Finalement :
2 2— /2 2
I= V2 In ( f) + f(Arctan(\fZ —1) + Arctan(v/2 + 1))
Pour simplifier tout cela, il faut remarquer que :
2 -2
e = - — (v/2—1)? en multipliant par la quantité conjuguée.
Y ( ) pliant par la q jug
1
e De méme, on vérifie que =+v2 —1 et d’apres le cours :
RV, P
N 1 m
Vo € R*, Arctan(x) + Arctan(—) =5
x

Ainsi, en reprenant la question précédente, on a :

Jz‘f(ln(\/i—1)+g)
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Probléme 2 : Réciproque de la fonction th
Partie 1 : Etude de Argth

1. On sait que la fonction th est continue, strictement croissante sur R avec lim th(z) =1et lim th(zx) = —1.
T—+00 T——00

On en déduit que :

th réalise une bijection strictement croissante de R dans | — 1,1]

2. e On sait que la fonction th est impaire, ainsi Argth est impaire comme bijection réciproque d’une fonction
impaire. On remarque également que Argth est définie sur | — 1, 1[ qui est bien un intervalle symétrique par
rapport a 0.

e La fonction Argth est également continue et strictement croissante sur | —1, 1] en tant que bijection réciproque
de th qui est continue et strictement croissante sur R.

e Les limites de Argth en —1 et 1 se déduisent de celles de th en —o0 et +00. On a donc :

lim1 Argth(z) = —o0 et lim1 Argth(z) = 400
z—>

T——
e Nous allons utiliser le théoréme relatif a la dérivation d’une bijection réciproque. La fonction th est dérivable
sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R dont le dénominateur ne s’annule pas. D’autre part, la

dérivée de th qui est égale a ne s’annule pas sur R. On en déduit que Argth est dérivable sur | — 1,1] et

ch?
pour tout x €] —1,1[ :
1 1 1
Argth’(z) = = =
reth () th'(Argth(z)) 1 —th?*(Argth(z)) 1—a2?

Ceci en utilisant la dérivée de th et le fait que pour tout = €] —1, 1], th(Argth(z)) = x puisque ces deux fonctions
sont des bijections réciproques I'une de 'autre.

1

Vo €] — 1,1, Argth’(z) = .2

e La courbe représentative de Argth est symétrique par rapport a la droite d’équation y = x a la courbe
représentative de la fonction th.

/ y=th(x)
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3. On applique la méthode usuelle pour expliciter une bijection réciproque. On va notamment utiliser le fait que
pour tout x € R :

wo- S 2o
2
Soit x e Rety €] —1,1[. On a :
e’ —e*
y=th(z) & y= prap—
o _ ew
T VT @t
e —1 - .
& y= poranl en multipliant numérateur et dénominateur par e*

P y(62x+1):e21‘_1

& Hly—1)=-1-y

& 625,;:714-34
-y
& 2 =1 (ﬂ>
-y
1 1+y
i (5)
<~ X 2n 1_y

On en déduit que :

Vo €] — 1,1, Argth(z) = %ln <1 +x>

11—z
A Uaide de cette nouvelle expression, on peut retrouver la dérivée de Argth.

Partie 2 : Une équation fonctionnelle

1. (a) Soit f une fonction constante sur R, il existe & € R tel que pour tout z € R, f(x) = k. Déja, f est dérivable
en 0. Il reste a voir quand la relation est vérifiée :

2k

[ vérifie (k) & VzeR, l{::1+k2

o k+k =2k
& k(k:-1)=0

< k=0ouk=1ouk=-1

Les fonctions constantes solutions sont égales a 0, —1 ou 1 I
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(b) Déja, la fonction th est bien dérivable en 0. On va utiliser la formule vue en cours qui se déduit de la
définition de th :

el —e™ %

e e

Soit x € R, on a les équivalences suivantes :

2th(z)
—2x Pt AN A
e’ e e e
s 1 ( ) ) —2f — ¢
62x + 6—23: ( + eT 4 e~ % eT 4+ e T
—2x —2 6—2:p et — g%
= 1 ) —9f — ¢
e2x + €—2x ( + eQw + 2+ e—2x eT 4 e~ %
—2x 21 4e~ 2x et — 7%
< T —2 (2 ) =4 s L oz
et 4 et e$+e$ et +e %
2x —2x 1 T —x
= (e — € )m =€ —e€

o e2x _ 6—235 — (e:c +€_$)(6$ _ e—:v)

Cette derniere égalité est vérifiée, c’est une identité remarquable. On en déduit que :

2th(z)
Vr € R, th(2z) = ————

v € R th(2e) =
Par suite, la fonction th vérifie ().

(¢) Soit A € R, déja la fonction fy est bien dérivable en 0 car f est dérivable en 0. On va appliquer la relation
(%) a la fonction f en Az avec z € R. On a :

2f(Az)

Ve e R, f(2A\x) = T F0w)

Ainsi la fonction fy vérifie la méme relation.

Pour tout A € R, fy vérifie la relation ()

(d) On se donne f qui vérifie (¥ ). Déja, la fonction —f est dérivable en 0 car f est dérivable en 0 et en
multipliant la relation (¥ ) par —1, on a :

2f(x) _ 2A-f(x))
[+ /@2~ 11 (/)7

Ve e R, —f(x) = —

— f vérifie (%)
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2f(0
2. On applique la relation en 0 pour obtenir : f(0) = % On résout cette équation comme dans la question

1.(a) pour obtenir 3 possibilités :

f(0)=0o0u f(0)=—=1ou f(0)=1

x
3. On suit l'indication de 1’énoncé en appliquant (%) a 5 bour obtenir :

Ve e R, f(x) = 2f<§>2
)

Soit « € R, démontrons par équivalences que f(z) <1, on a:

14 7(3)
_ U —1—f2(§) -
1+1(3)

o (1)) o

La derniere inégalité étant vraie, la premiere 1'est également.

Pour l'autre partie de 'inégalité a démontrer, on applique ce qui précede a la fonction —f qui est également
solution du probleme d’apres la question 1.(d). On obtient pour tout z € R, —f(z) < 1, c’est-a-dire :

VreR, -1 < f(z)

Finalement, on a bien :

VreR, —1< f(z) <1

4. (a) La fonction f est supposée non constante donc :

Jzg € R, f(zo) # f(0)

x
(b) On a lirf 2—2 =0, or f est dérivable en 0 donc continue en 0. Ainsi par définition de la continuité, on a
n—-+0oo

lin% f(z) = f(0). On en déduit que :
T—

lim w, = f(0)=1

n——+00

(c) Soit n € N*, on applique la relation (%) en pour obtenir :

0
2n+1

woy _ ()
f(2n)_1+f<23531)2
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On en déduit que :

2Up 41

1+ U%H

VneN, u, =

Le dénominateur 1+ u% 11 étant strictement positif, on sait que u, et u,1 sont de méme signe. Ceci étant
valable pour tout n € N, on en déduit que la suite (u,) est de signe constant.

Pour obtenir une contradiction, on va distinguer 3 cas selon le signe de ug :

e si yp = 0 alors par une récurrence immédiate, on démontre que (u,) est la suite nulle. Ceci est contra-

dictoire avec le résultat de la question précédente : lim wu, = 1.
n——400

e si ug > 0 alors la suite (uy,) est strictement positive d’apres la premiere partie de cette question. D’autre

T
part, en remarquant que un,4+1 = f ( 2n-?—1> < 1 d’apres la question 3, on a :
U 1+ u?
Vn € N, ntl = +”§1
Up, 2

On en déduit que pour tout n € N, u,41 < u, et en conclusion (u,) décroit.

On a ainsi pour tout n € N, u,, < ug et en passant a la limite dans cette inégalité cela donne 1 < ug. Mais
d’autre part, up = f(xo) < 1 donc f(xzg) =1 = f(0) : c’est absurde par définition de x.

e Enfin, dans le cas ou ug < 0, la suite (u,) reste de signe négatif, c’est contradictoire avec lim w, = 1.

n—+oo
Finalement ’hypothese f(0) = 1 est absurde donc :
f(0) #1
(d) On suppose que f est solution du probléme avec f(0) = —1. D’apres la question 1.(d), la fonction —f
est solution du probleme et on a f(0) = 1 ce qui nous ramene a I’étude précédente. On en déduit que

£(0) # —1.

On a nécessairement f(0) =0

5. Supposons par I'absurde qu’il existe € R tel que f(z) = 1. On suit la démarche de la question 4., en posant
pour n € N, u,, = f<2—n> On a liI_P un, = f(0) = 0 par continuité de f. D’autre part, comme dans la question
n—-+0oo
2Up41

1+ U%H

4.(b), on a la relation qui se déduit de (%) : Vn € N, u,, = . Grace a cette relation, nous pouvons

démontrer par récurrence sur n € N que :

Hn @ "up =17
e Initialisation. On a uy = f(x) = 1 par hypothese.

2Up 41
1+ uZL 1
que u, = 1 cela donne 1+ uiﬂ = 2up4+1 ou encore (Up41 — 1)2 = 0. On en déduit que u,+1 = 1, ce qui termine

la récurrence.

e Hérédité. On suppose que u, = 1 pour un certain entier naturel n € N fixé. On a u,, = et sachant

On a alors pour tout n € N, u,, = 1. C’est contradictoire avec lirf u, = 0. Finalement, pour tout
n——+0oo
xR, f(x)#1.
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On démontre de méme que pour tout z € R, f(x) # —1 puisque si f est solution du probléeme alors — f aussi,
ce qui nous ramene au cas précédent.

Ve eR, f(x)#1let f(x)# -1

6. (a) D’apres la question 3., on sait que pour tout x € R, —1 <
précédente, on sait que pour tout z € R, f(x) #1 et f(x) #
x €R, —1 < f(x) < 1, or la fonction Argth est définie sur | — 1, 1[ d’apres I’étude menée dans la premiere
partie.

f(xz) < 1. D’autre part, d’apres la question
—1. Finalement, pour tout

g est bien déﬁnie'

(b) On procede par équivalences, soit € R :

9(20) = 29(x) < Argth(f(20)) = 2Argth(f())

< th(Argth(f(2z))) = th(2Argth(f(x))) th étant une bijection de R dans | — 1,1]

2f(x
@ 100 =0

La derniére inégalité étant vraie car f vérifie (% ). On en déduit que :

car th vérifie (%)

Vv € R, g(2z) = 2¢9(x)

(¢) On sait que f est dérivable en 0 par hypothese. D’autre part, Argth est dérivable en f(0) car Argth est
dérivable sur son ensemble de définition. Par composition, g est dérivable en 0.

g est dérivable en OI

7. (a) On sait que la fonction g est dérivable en 0 avec ¢'(0) = a donc }llir% g(h})b—g(()) = a. Or g(0) =
o —
h
Argth(f(0)) = Argth(0) = 0 car on a supposé que f(0) = 0. Ainsi }llir% g<h) =a
H

T
De plus lim — = 0 donc par composition de limites :
n—+oo 2™

(b) Etant donné que pour tout z € R, on a g(2z) = 2g(z) d’aprés la question 6.(b), on peut démontrer par
une récurrence rapide a partir de cette relation :

Vn e N, g<£> = 2%9(3:)

2TL
x
On en déduit que pour tout n € N, v, = @ La suite (vy,) est une suite constante, elle converge donc
x
vers & Mais, d’apres la question précédente, on sait aussi qu’elle converge vers a. On en déduit que
x

x
@ = a. Ceci étant valable pour tout = € R, on a bien :
x
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Vr € R, g(z) = ax

en effet cette relation est valable sur R* et également en 0 car g(0) = 0.
Ce qui prouve bien que g est linéaire.

(c) Comme th et Argth sont des bijections réciproques 1'une de 1'autre, pour tout € R, on a :

f(z) = th(Argth(f(z))) = th(g(z)) = th(az)

Vr € R, f(z)=th(ax)

8. Il reste a faire la synthese des questions précédentes.
e Pour a € R, les fonctions = — th(ax) sont solutions du probleme d’apres la question 1.
e Enfin les fonctions constantes égales & 1 et a —1 sont clairement solutions.

En conclusion, I'ensemble des solutions est :

{:U — th(az), a € R} u{-1,1}



