MPSI2 Colle 8 : ensembles-applications 2025-2026

Soit A, B et C trois parties d’'un ensemble F, démontrer que :

(AUBCAUCet ANBCANC)=BcCC

Corrigé : On suppose que AUB C AUC et ANB C AUC, démontrons que B C C. Soit z € B, alors x € AU B. Or
AUB=AUC donc z € AU C ce qui nous donne deux cas a considérer :

e si x € C la preuve est terminée.
esizc Aalorsx € ANB,or ANBC ANC doncz e C.

Dans les deux cas, x € C' ce qui démontre que B C C.

[(AUBCAUCet ANBCAUC)=BCC

%% Soient E et F' deux ensembles, Ay, Ao des parties de E et By, By des parties de F.
a) Montrer que (A; x By) N (A2 X By) = (A1 N Az) x (B1 N By).
b) Montrer que (A; x By) U (As x By) = (A1 U A2) x Bj.

Corrigé : a) On va raisonner directement par équivalence, soit (z,y) € E x F, on a :

(x,y) € (A1 x B1)N (A2 X By) & (x,y) € (A1 x By) et (z,y) € (Ay x Bs)
& (xeAjetyeBy)et (xe€ Ayety€ Bs)
& (reAiNAs) et (ye B NBy)
=4 (z,y) € (A1 QAQ) X (Bl ﬂBz)

Ce qui démontre que (A; x By) N (Az X By) = (A1 N Az) x (B1 N By).
b) On utilise la méme méthode. Soit (x,y) € (A1 x B1) U (A x By) :

(x,y) S (A1 X Bl) U(AQ X Bl) 4 (x,y) € (Al X Bl) ou (x,y) S (AQ X Bl)
& (zeAjetyeBy)ou(xeAyety € By)
& x €A UAy ety € By
= (l‘,y) S (Al UAQ) x B

Ce qui démontre que (A; x By) U (As x By) = (A1 U As) x By.

‘ % Soient A et B deux parties de E. Résoudre I’équation AN X = B d’inconnue X une partie de E.

Corrigé : On procede comme dans ’exercice similaire que l'on a vu en TD.

e Analyse. Soit X une partie de E telle que AN X = B. On a nécessairement B C A. Ce qui nous permet de dire que
si B n’est pas inclus dans A alors I’équation n’a pas de solution.

D’autre part, on doit également avoir B C X. Remarquons également que X N (A\ B) =0, eneffet siz € X et z € A
alors on devrait avoir X € B.

Finalement X = BUY ou Y est une partie quelconque du complémentaire de A.

e Synthése. On suppose que B C A. Soit X = BUY ou Y est une partie du complémentaire de X, démontrons que X
vérifie I’équation proposée. On a :

ANX =AN(BUY)=(ANB)U(ANY)=ANB=RB

Ceci en utilisant le fait que ANY = () puisque Y est inclus dans le complémentaire de A et AN B = B car B C A.

S — () si B n’est pas inclus dans A
| {BUY, YePA}siBCA
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%% Soient E, F' et GG trois ensembles, f: E — F, g: F — G et h: G — FE trois applications.
On suppose que hogo f et go f oh sont injectives et que f o ho g est surjective, démontrer que f, g et h sont bijectives.

Corrigé : Dans tout I'exercice, nous allons utiliser le résultat de I’exercice vu en TD :

e go f injective = f injective

e g o f surjective = g surjective

En utilisant la remarque préliminaire, on sait que hogo f et go f o h injectives implique que f, h, go f et f o h sont
injectives. D’autre part, f o h o g surjective implique que f et f o h sont surjectives.

e On en déduit directement que f est bijective, c’est-a-dire que f~! a un sens.

e On obtient alors : h = f~lo (f o h) qui est surjective comme composée de surjections, h étant aussi injective, on en
déduit que h est bijective et h~! a un sens.

eEnfng=h"tof lo (fohog) est surjective comme composée de surjections et g = (go foh)o h='o f~1 est injective
comme composée d’injections. Finalement g est également bijective.

’f, g et h sont bijectives

% % % Soient F et F' deux ensembles et f : ' — I une application.

1. Démontrer que f est injective si et seulement si pour tout ensemble A et pour toutes applications g : A — E et
h:A— FE,ona:
fog=foh=g=h

2. Démontrer que f est surjective si et seulement si pour tout ensemble B et pour toutes applications g : F' — B et
h:F— B,ona:
gof=hof=g=nh

Corrigé :

1. (=) On suppose que f est injective, donnons-nous g et h deux applications de A dans E ot A est un ensemble
quelconque. On suppose que f o g = f o h, c’est-a-dire que pour tout € A, on a : f(g(x)) = f(h(x)). Par injectivité
de f, on en déduit que g(x) = h(z), finalement g = h.

(<) On suppose que pour tout ensemble A et pour toutes applications g: A - Fet h: A— E,ona:
feg=foh=g=h

démontrons que f est injective. Soient (z,z’) € E? tels que f(x) = f(«'). Pour appliquer I’hypothése, nous allons
choisir un ensemble & un élément A = {a}. On note g 'application définie de A dans F par g(a) = x et h 'application
de A dans F définie par h(a) = 2’. On a bien fog = foh puisque f(g(a)) = f(z) = f(z') = f(h(a)) ceci implique que
g(a) = h(a) ot & = 2’ et par suite f est injective.

2. (=) On suppose que f est surjective, donnons-nous g et h deux applications de F' dans B ou B est un ensemble
quelconque. On suppose que go f = ho f. Soit y € F, démontrons que g(y) = h(y), on aura ainsi g = h. L application
f est surjective, il existe x € F tel que y = f(z). Par hypothese, on a : g(f(z)) = h(f(z)), c’est-a-dire : g(y) = h(y).

(<) On suppose que pour tout ensemble B et pour toutes applications g: F— Bet h: FF — B, on a :
gof=hof=g=h

démontrons que f est surjective. Par ’absurde, on suppose que f n’est pas surjective, c’est-a-dire qu’il existe yg € F
qui n’a pas d’antécédent par f. On consideére B = {p,p’} un ensemble a deux éléments. On considere 'application g
définie de F' dans B et constante égale & p et h définie de F' dans B constante égale & p sur F \ {yo} et telle que
h(yo) = p'. On a bien go f = ho f puisque f ne prend jamais la valeur yo sur laquelle differe g et h. Par hypothése,
on en déduit que g = h ce qui est contradictoire par définition de g et h. On en déduit que f est surjective.
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@ % On considere application :

f @ [14+oof = [-2+409]
T — z2—92r—1

Démontrer que f est correctement définie puis que f est bijective et déterminer f~1.

Corrigé : e On considere la fonction :

g : R — R
r = z?-2zx-1

La fonction g est dérivable sur R et pour tout z € R, on a : ¢’(x) = 2(z — 1). On en déduit que la fonction g est strictement
croissante sur [1 + oo, de plus g(1) = —2 ce qui fait que I’application f est bien définie.

e Soit y € [-2,+00[ et x € [1,+00[. On a :

y=f(z) & y=2-22-1
s 22 -2r—-1-y=0

Le discriminant de cette équation de degré 2 est A =4 —4(—1 — y) = 8 + 4y. Ce discriminant est positif car y > —2, ce qui

nous donne deux solutions :
_2+\/8+4yetx _2—/8+4y
- ==Y =

X 5

Or x > 1, ainsi seule la solution z; convient. On a :
244844
yzf(x)@xzfyzl—i—\&—i—y

On a démontré que tout y € [—2, 400 a un unique antécédent par f dans [1,+oo[, ainsi f est bijective et :

7t 2,400 — [1,4+o00]

Y = 1+4/2+y

% On note D = {(z,y) € R?, z* +y* < 1}. Montrer que D ne peut pas s’écrire comme le produit cartésien de deux
parties de R.

Corrigé : Par I'absurde, on considére A et B deux parties de R telles que D = A x B. On a (1,0) € D car 124+02<1
donc (1,0) € A x B, c’est-a-dire 1 € A et 0 € B. De méme (0,1) € D donc 0 € Aet 1 € B. Finalement,onale€ Aet1 € B
donc (1,1) € A x B : c’est absurde car 1% 4+ 1% > 1.

D ne s’écrit pas comme un produit cartésien

% Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E. Montrer que :

(ANB)U(BNA)=(ANC)U(CNA)=B=C

Corrigé : On procede par double inclusion. Soit # € B. Considérons les deux cas suivants :

e soit EﬁZ alors € BN A donc x € (AN B) u(Bn A). D’apres 'hypothese de I’énoncé, cela implique que
z€(ANC)U(CNA). Orx¢ Adoncze Cn A, en particulier z € C comme voulu.

e soit z € A donc z ¢ (AN B)U (BN A) et d’aprés 'hypothese de 'énoncé z ¢ (AN C) U (C N A). En particulier x ¢ C
donc z € C' comme voulu.

On a démontré B C C.

L’autre inclusion se démontre de maniere identique car les hypotheses sur B et C' sont symétriques.
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@ Soient A et B deux parties d’un ensemble E. On suppose qu’il existe X € A et Y C B tels que AUY = BU X.
Montrer que A = B.

Corrigé : On procede par double inclusion. Soit z € A,onaz € AUY Or AUY = BU X donc x € BU X, ce qui
fait deux cas :

e soit z € B : c’est ce que 'on voulait.
e soit € X, comme X C A, on ax € A : cest contradictoire car 2 € A. Ce cas ne se produit pas.

Ainsi, on a démontré que A C B. L’autre inclusion se fait de la méme maniere et on en déduit que A = B.

% Soit F un ensemble et A et B deux parties non vides de E. Démontrer que :

AUB:E@(VXGP(E), X40= (XNA%D) ou (XmB;é@))

Corrigé : On procede par double implication.

(=) On suppose que AU B = E. Prenons X € P(F) avec X # () et montrons que (X N A # () ou (X N B # §). Comme
X #0, il existe x € X et comme AU B = FE alors x € A ou z € B. On a bien (X N A # () ou (X N B # ) comme voulu.
Ce qui démontre cette implication.

< Réciproquement, on suppose que : VX € P(E), X #0 = (X NA#0) ou (XN B #0). Montrons que AUB = FE.
Déja, on sait que AU B C E. Prenons x € F et posons X = {z}. On a bien X # () donc d’aprés ’hypothése X N A # ) ou
X N B # 0. Ce qui se traduit par {z} N A # 0 ou {x} N B # 0 ou encore z € A ou x € B. Finalement z € AU B.

Par double inclusion, on a bien démontré que AU B = E.




