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Partie A - Cas ou v =1

1. (a) Soit k € N* et = € [k, k 4 1]. Par décroissance de la fonction inverse sur R’ , on a :

1
VkeN', Vo ek k+1], o < - <

(b) Par croissance de I'intégrale, on peut intégrer I'inégalité précédente entre k et k + 1, ce qui donne :

k+1 dax k+1 dx k+1 dx
Lowash v<L0%

Or:
/’f“ dz _[ x }k+1_k+17 ko1
v k+1 lE+1le  E4+1 k+1 k41
k+1d 1
De méme, on démontre que:/ e
k k k
C’est-a-dire : b1
- < =
2 1—[n(x)h =k
Ce qui donne bien :
1

(c) Soit n € N*. On somme les inégalités précédentes pour k allant de 1 a n :

i(mkﬂ ) < z,

k:l k=1

n

On remarque que :

3

LI S I —1
k+1 2 3 n+1
La somme centrale se simplifie en cascade :
3 (m (k+1)— )) = (In(2)—In(1))+(1n(3)~In(2))+(In(4)—In(3))+- - -+(In(n+1)—~In(n)) = In(n+1)—In(1) = In(n+1)

k=1

Ainsi pour tout n € N* :
Hyp1—1<In(n+1)—In(1) < H, (%)

L’inégalité de droite nous donne : Vn € N*, In(n+ 1) < H,
D’autre part, on peut utiliser I'inégalité (%) avec "n = n — 17, c’est-a-dire :

Vn>2 H,—1<In(n) < H,1

En particulier, pour n > 2, on a : H, <In(n) + 1. On vérifie que cette inégalité demeure pour n = 1.

Finalement avec les inégalités soulignées, nous obtenons :

Vn e N*, In(n+1) < H, <lIn(n)+1
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(d) On a: liril In(n + 1) = 400, d’apres 'inégalité obtenue a la question précédente, cela implique que :
n—-+0oo

lim H, = +oco

n——4o00

(e) Pour démontrer ceci, on divise I'inégalité obtenue a la question (c) par In(n), ce qui donne :

In(n+1) H, In(n) +1
In(n) = In(n) = In(n)

1) WE04E)) e O+

Vn > 2,

ourtout =< on & In(n) In(n) In(n) * In(n) n—+oo
1 1 1
D’autre part, pour n > 2, on a : M =1+ — 1.
In(n) In(n) n—+oo
Ainsi, d’apres le théoreme d’encadrement :
H,
lim to=1

n—+oo In(n)

2. (a) i Soitn e N":

1
Ung1—Up = (Hpy1—In(n+1))—(Hy,—In(n)) = Hpp1—Hy—In(n+1)+1n(n) = " —In(n+1)+In(n)
Ici, on peut poser une fonction et I’étudier mais il est plus simple d’utiliser I'inégalité démontrée a la

1
question 1.(b), pour n € N*, T <In(n+ 1) — In(n). Ce qui démontre bien que up+1 — uy < 0.
n

(up,) est décroissante

ii. On utilise la méme méthode qu’a la question précédente toujours avec la question 1.(b) :

1 1 1
Uptl — Up = (Hn+1 po In(n + 1)) - (Hn - ln(n)) == In(n+1) +1n(n) >0

(vp,) est décroissante

. ..
iii. Soit n € N*, on a: u, — v, = — ainsi :
n

nEI—ll—loo(un B Un) =0

iv. Soit n € N*, d’apres les trois questions précédentes, on a :
U1 S Un S Un S U1 (**)

La suite (u,) est décroissante et minorée par v1, d’apres le théoreme de la limite monotone elle converge
vers une limite réelle que ’on va noter a.
La suite (vy,) est croissante et majorée par uq, elle converge vers une limite réelle que ’on va noter 3.

m u, —vp,=a—pF=0.Ainsia=pet:

Or, d’apres la question précédente, li
n—-+00

les suites (uy,) et (v,) convergent vers une limite commune
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(b)

(c)

On reprend l'inégalité (%) démontrée a la question précédente et ’on passe a la limite dans cette inégalité.
Cela donne : v1 < <wup. Or v; =0 et u; = 1. Ce qui démontre que :

0<~y<1

La suite (u,) converge en décroissant vers v et la suite (v,,) converge en croissant vers -y, ainsi pour tout

entier naturel non nul n, on a : v, <~y < wu,. Comme v, = u, — —, cela se traduit par :
n

Vn € N*, u, —

On a v ~ 0.577215664901532. La constante ~y intervient dans de nombreur domaines des mathématiques,
a titre d’exemple on peut citer :

. /Olln(m(i))dx: .
. /0+00 e “In(zr)dr = —v

e Le nombre moyen de diviseurs d’un entier naturel n est de l'ordre de grandeur de : In(n) + 2y — 1.

Ala question 2.(c), on a démontré que pour tout entier naturel non nul n, on a : 0 < u, —y < —. En
n

1
remplagant u,, par sa définition, on a : 0 < H, —In(n) — v < e Ce qui démontre que :

1
Vn e N*, In(n) +~v < H, <In(n)+~v+ —
n
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Partie B - Cas ou o = 2

1. (a) Pour tout k> 2, onak >k — 1 ce qui implique que k% > k(k — 1). En passant & I'inverse, on obtient :
1 1 1

1
< — -,
2 k(k—1) k-1 k

La derniere égalité provenant simplement d’une réduction au méme dénominateur. On a démontré que :

1 1 1
VE>2, — < — — =
~ Tk T k-1 k
(b) On a, en utilisant 'inégalité précédente :
Sp = 1 o+ e e FILE o +2
" 22 32 42 52 (n—1)2 ) n?

<t o(iy) tGog) ) Gos) e ) )
- 1 2 2 3 3 4 4 5 n—2 n-—1 n—1 n/
Chaque terme étant majoré par celui qui se trouve en dessous.

Dans la derniere expression, on voit les simplifications en cascades qui se produisent :

Vet +(-D +G-D G-D e A2 A

1
=2—-—.
n

1
On obtient : S, <2 — — < 2.
n

Vn € N*¥, Sn§2l

(c) Soit n € N*, déterminons le signe de Sp+1 — Sy,

S S—(1+1+1+1+ TR ) <1+1+1+1+ +1)— L~
nHL e 12722 732 7T g2 T ()2 12 32 n?) " (n41)2 7 7

Ceci montre que :

(Sy) est strictement croissante

(d) D’apres le théoreme de la limite monotone toute suite croissante et majorée converge. D’apres 1.(b) la suite
(Sy) est majorée et d’apres 1.(c) elle est croissante d’ou :

(Sp) converge

2 0 2
Iy = cos(t) dt = 1dt = —
0 0
bl

2. (a) Ona:
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(b)

Le calcul de J; va demander un peu plus de travail, il va falloir faire deux intégrations par parties successives.
L’idée est de faire chuter le degré la fonction t — ¢* en dérivant. On pose :

uy(t) = cos(t) up(t) = sin(t)

vi(t) =12 vy (t) = 2t
Les fonctions u1, vy, u] et v] sont continues sur [O, g}, on peut ainsi utiliser la formule d’intégration par
parties :
2 5 2 . 3 2 . 72 2 .
Ji= [ £ cos(t)dt = [ ¢ Sln(t)} 7 ot sint)dt =" —2 [ tsin(t)dt.
~— N~ 0 0 A~ 4 0
vi®) w0 vi(t) uy (1) 1 (8) s ()

Pour calculer cette derniere intégrale, on fait & nouveau une intégration par parties :

uo(t) =t up(t) =1
vh(t) = sin(t) va(t) = — cos(t)

T
Les fonctions usg, vg, uf et v} sont continues sur [O, 5}, on peut ainsi utiliser la formule d’intégration par
parties :
2 3 3 2
/ tsin(t)dt = [— tcos(t)] ’ +/ cos(t)dt = [sin(t)} ‘=1,
0 0 0 0
—_——
=0
On obtient ainsi :
2
J=—-2
T

En résumé, on a les valeurs suivantes qui nous serviront dans la suite :

Z 5=
9 VT 9y

Soit k € N. Pour tout t € [0, g [, on a cos(t) > 0 et par suite cos(t)k > 0. Par positivité de I'intégrale, cela

Vk € N, Ik>0l

Pour effectuer une intégration par parties, il faut faire apparaitre un produit de fonctions, pour tout k € N,

donne :

= : cos(t)"2dt = : cos(t) cos(t)* !
Tewn = [ cos(t)*2at = [ cos(t) cos(ty 1.
On pose :
u/(t) = cos(t) u(t) = sin(t)
v(t) = cos(t)F? v'(t) = (k + 1)(—sin(t)) cos(t)*

T
. / / . . . a1e . , .
Les fonctions u, v, v’ et v’ sont continues sur [O, 5}, on peut ainsi utiliser la formule d’intégration par

parties :
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s

: i 2 kar = : — cos(t)?) cos(t)"
—i—/o (k + 1) sin(t)” cos(t)"dt = (k—i—l)/o (1 (t)*) cos(t)"dt

(=R

Iyo = [cos(t)l€+1 sin(t)}

~~

=0

— (k+ 1)(/05 cos(t)kdt — /02 cosk+2(t)dt) — (k4 DI — (k + Do

C’est-a-dire que (k + 2)Ij12 = (k+ 1)I;. On a bien démontré que :

k+1
k+2

Vk € N, Ik+2 = I
(e) i. Pour démontrer ceci , étudions la fonction f : ¢t — gsin(t) —t, le but de la question est de prouver

que f est positive quand t € [O, g} La fonction f est dérivable et :
vVt € [O,g}, flite gcos(t) -1

. . , . ™ . . .
ceci montre que f’ est strictement décroissante sur {O, 5} puisque la fonction cosinus l'est. De plus
s s T
f(0) = 5 1>0et f’<§> = —1. La fonction f est continue et strictement décroissante sur [O, 5},
T
ainsi, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un unique a € }0, 5 { tel que f'(a) =0,
d’ou le tableau de variation :

t |0 o) /2
fi| + 0 -

f(t) / \
0 0

Ce qui prouve que : Vt € [07 g} , f(t) > 0. On a démontré que :

Vit e [0,%}, 0<t< gsin(t)

ii. Soit £ € N, en élevant au carré I'inégalité obtenue a la question précédente et en la multipliant par

cos(t)]’C qui est positif pour tout ¢t € [0, g}, on a:

2 7T2 7T2

sin(t)? cos(t)¥ = T (1 - COS(t)Q) cos(t)k = Z(cos(t)k - cos(t)k+2).
Par positivité de 'intégrale, intégrons I'inégalité précédente entre O et g :

L k m?
OS/ t* cos(t)"dt < Z(Ik—IkJrg).
0

On a démontré que :

71.2

VkEN, 0= i < T (I — Tisa)
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Soit k£ € N, on divise la relation obtenue & la question précédente par I qui est strictement positif

d’apres la question 2.(c), cela donne :

2 2
p<de o Pk _uay _my kily
ko 4\ I, 4 k+2

ceci d’apres la formule de la question 2.(d).

k+1 w2 k+1

Or lim =1et ite : i 7(1—7>:
k—>+ook+2 cb pat suie k—1>rfoo 4 k+2

La suite ( ) est encadrée par deux suites qui tendent vers 0, donc d’apres le théoreme d’encadrement :

(f) i. La aussi il s’agit d’utiliser la méthode d’intégration par parties, pour tout k& € N, on pose
uy (t) = cos(t)F+?2 u)(t) = (k+ 2)(—sin(t)) cos(t)*!

vi(t) =1 vi(t) =t
Les fonctions uy, v1, ¢} et v} sont continues sur [0, g}, on peut ainsi utiliser la formule d’intégration
par parties :
3 3 3
Iy :/ cos(t)F2dt = [tcos(t)k“}s + (k+2)/ tsin(t) cos(t)*dt. (%)
0 0
| S ——

=0
Pour transformer encore cette derniere intégrale, effectuons une nouvelle intégration par parties, on

pose :
ug(t) = sin(t) cos(t)*? ub(t) = cos(t) 2 — (k4 1) sin(t)? cos™ ()
2
Ué(t) =t U2(t) = 5

. ™ .. .
Les fonctions us, ve, u) et v} sont continues sur [O, 5}, on peut ainsi utiliser la formule d’intégration

par parties :

3 - /og 7522((305(15)]“+2 — (k4 1) sin(t)? cos(t)k) dt

/0 %tsin(t) cos(t)F1dt = [ism(t) COS@)W}

Bl

= —;</02 t2 cos(t)k+2dt> /<:—2kl(/0 t2(1 — cos(t)?) cos(t)kdt)

k+1
= _*Jk+2 +— > (Jk - Jk+2>~
En injectant ce résultat dans l'expression (%), on a
k+1)(k+2)J, — (k+2)?
VkEN,Ik+2:(+)(+)J§ (k +2)*Jpto
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ii. Divisons la relation précédente par Ij;o qui est non nul d’aprés la question 2.(c), ceci donne

1 Jk o Jk42
I1=((k+1)(k+2)-2 —(k+2
5 (k1) 1T >IM)
o Jr. _ Ji k+2£ d'ott
Lo ML k411
1 Jk Jr42
1== 2)2 2)2
3 (e + 2258 = (k- 2P2),

C’est-a-dire :

Ji Tkt 2
Vk € N, =
I, Dipr  (k+2)?

iii. Sommons pour k allant de 0 a n — 2 les égalités précédentes :
J3 Js In—3 Jnfl) (Jnf2 Jn)

+ S

I,

G-D+G-D+ G-+ E-D (-

- 2<1+:1+]’+1-+ R +1)
B 3242 52 (n—1)2 n2/)’

Il y a des simplifications en cascades dans le membre de gauche, il reste

Jn— Jn
Or lim 2271 = lim 2% =0 dapres la question 2.(e).iii. Notons | = lim S, qui existe d’apres
p
n—+oo Iy n—+o0o

n—-+0o In,1
la question 1. et passons a la limite dans la relation précédente :

Jo 1
— 4+ —==2(1-1).
I0+I1 ( )

D’apres la question 2.(a), on connait toutes les valeurs mises en jeu et on peut trouver la limite [
2

voulue : s )
Fa ) a2 n2
24 4
= =2(l-1) & — ——2:2l—2<i)l——
%+ 1 ( ) 12+4 6
2
lim Snzﬂ—
n—-—+o00 6
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1.

3.

. Avec le méme raisonnement que dans la question précédente, comme o > 2, on a pour k € N* :

Partie C' - Cas général

Soit a < 1. Pour k € N*, on a : aln(k) < In(k) car a < 1 donc ¢*™*) < *) par croissance de la fonction

1
exponentielle. Ceci nous donne k® < k et en passant a I'inverse Ta > T
On somme pour k allant de 1 & n avec n € N*, on obtient :
n n
1 1
Sn = T > %
k=1 k=1
n
Dans la partie A, nous avons démontré que lim Z — = 400, d’apres le théoreme de comparaison, on en

n——+0o

déduit que (S,,) diverge vers +oo.

Si a <1 alors (S),) diverge vers + oo

Ainsi pour n € N*, on a :
1 1
S
k=1 k=1
2
Or la suite présente dans le membre de droite converge vers § comme nous I’avons appris dans la partie B, en

particulier c’est une suite majorée. Ceci permet d’affirmer que, dans le cas o a > 2, la suite (5,,) est majorée.
De plus, elle est croissante car pour n € N*, on a :

n+1 1

"1 1
Snt1 — Sp = —— — =———>0
+1 Lo Zka (n+1)a>
k=1 k=1

Finalement (.S,,) est une suite croissante et majorée, elle converge.

Si a > 2 alors (.S,,) converge

(a) On s’inspire de la méthode de la question 1. de la partie A. On fixe k € N*, pour ¢t € [k, k + 1], on a :
k® <t < (k41)®. En effet, la fonction f : t — t* = ¢*™™®) est croissante sur [1, +o00| car In et exponentielle
sont croissantes sur leurs ensembles de définition respectifs et o > 0.

En passant a l'inverse, on a :
vt € [k, k+ 1],

(k+ 1)« = o = jo

Ceci en ayant remarqué que 'intégrale d’une constante sur un intervalle de longueur 1 vaut la constante,
comme dans la question 1.(b) de la partie A.
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(b)

On somme les inégalités précédentes, pour k allant de 1 & n — 1, on obtient :

n—1 1 n—1 g1l 1 n—1 1
— < —dt < —

Sty [ k<Y

k=1 k=1 k=1

1
Pour la premiére somme, on reconnait S, mais il manque le premier terme Ta = 1. On simplifie la somme

centrale a l'aide de la relation de Chasles. Enfin, on oublie le membre de droite de notre double inégalité
dont nous n’allons pas avoir besoin :

"1 1
S, —1< —dt < S, — —
1 te n«

L’intégrale se calcule :

/nldt:/nt‘o‘dt:[ ! t—aﬂ]n:il <n_a+1—1>: ! (1—n‘°‘+1>
1t 1 —a+1 1 —a+1 a—1

En tenant compte de cette simplification et en ajoutant 1 a I'inégalité, on obtient :

1 1
Vn e N*, S, < (1— ) 1
" “a-—1 no—l +

> (0 donc 1 —

Pour n > 1, on a < 1. D’apres 'inégalité précédente, on a donc :

na—l na—l

1
YneN* 5§, <——+1
a—1

Ainsi la suite (S;,) est bornée.

On ne pouvait pas simplement reprendre le résultat de la question précédente pour affirmer que (Sy) est
magorée car un majorant ne doit pas dépendre de n.

Avec exactement le méme calcul que dans la question 2., on montre que (S),) est croissante.

D’apres le théoreme de la limite monotone, une suite croissante majorée converge.

Si a €]1,2[, (Sy,) converge.

4. En résumé, on connait complétement la nature des suites (S,) selon « € R. On a :

n
1
la suite de terme général S,, = Z T converge si et seulement si o > 1
k=1

+00
Avec le cas particulier Z =g
k=1



