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A-Préliminaires

Cette partie est exclusivement du cours, il s’agit d’énumérer les différentes propriétés de la fonction arctangente.

.. . . ™ T . . . .. .
1. La restriction de la fonction tangente a } 33 [ est continue et strictement croissante. On a les limites suivantes :

lim tan(z) = —oc0 et lim tan(z) = +oo.

_r+ i
T—>—5 T3

Ainsi d’aprés le théoréme de la bijection, la fonction tangente admet une bijection réciproque définie sur R et a
T T

272
2. On a par construction :

valeurs dans } — [, on note cette bijection réciproque : Arctan.

Vr € R, tan(Arctan(z)) =x et Vr € } - g, g {, Arctan(tan(z)) = =

La fonction Arctan est continue, strictement croissante et impaire sur R puisque la fonction tangente est égale-
T
272 [

T T

La dérivée de la fonction tangente est la fonction définie sur } — 3 5[ par : z — 14 tan®(x), cette dérivée ne

ment continue, strictement croissante et impaire sur } —

s’annule pas. Ceci permet de dire que la fonction Arctan est dérivable sur R avec :

1 1
 tan/(Arctan(z))) 1+ 22

Vz € R, Arctan’(z)

On a les limites suivantes qui se déduisent des limites de la fonction tangente données précédemment :

X T+ . T—
mgr_noo Arctan(z) = —3 et mll)l}rnoo Arctan(z) = 3
m
Ces limites impliquent que la droite d’équation y = —3 est asymptote a Cy au voisinage de —oo et que la droite

. 7T . .
d’équation y = 5 est asymptote a Cy au voisinage de +o0.

On a les valeurs remarquables suivantes qui se déduisent des valeurs remarquables prises par la fonction tangente :

Arctan(0) = 0, Arctan(?) = %, Arctan(1) = Z et Arctan(v/3) = g

_\/3? —1 et —V/3.

Par imparité, on trouve les valeurs de ’arc tangente en

On a le graphique suivant :
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C-Les nombres de Fibonacci et l’arctangente
1. Démontrons la propriété annoncée par récurrence sur n € N.
Hn va—&—l — FpFopg = (=1)"
e Initialisation. Pour n = 0, on a bien : F? — FyFy =1 = (—1)°.
e Hérédité. Fixons n € N et supposons H,, vraie, on a :
Fg+2_Fn+1Fn+3 = F3+2_Fn+1 (Fn+1+Fn+2) = Fn+2(Fn+2_Fn+1)_F3+1 = Fn+2Fn_Frg+1 = _(_l)n = (_1)n+1

Ce qui démontre que H, 41 est vérifiée et termine la récurrence.

VneN, F2 — FFpo=(—1)"

2. Soit n > 1 : cette condition va permettre de garantir que les dénominateurs mis en jeu ne sont pas nuls puisque
F, > 0dés quen > 1.
. 1 ) .
e Etant donné que n > 1, on a : 0 < — < 1. Par croissance de la fonction Arctan, cela permet d’affirmer que
2n
1 T
0< Arctan(—) < —.
- Fy,/ — 4

On a également : 0 < Arctan(

) <let0< Arctan(

) < 1, toujours en utilisant la stricte croissance

2n+1 2n+2
de la fonction Arctan, on en déduit que :
OSArctan( )—i—Aretan( ) <§+E:E
2n+1 om+2 4 4 2
1
Les deux nombres Arctan(—) et Arctan( ) + Arctan( ) sont compris dans 'intervalle [0, il [;
Fon on+1 D2 2

pour démontrer qu’ils sont égaux, il suffit de démontrer qu’ils ont la méme tangente.

e D’une part :
1

tan (Arctan(}é)) = T

D’autre part :

1 1
P T Bupn . E
tan (Arctan( ) + Arctan( )) _ Fonpn 1F2n+1 _ Font1 + Fongo
2n+1 F21’L+2 1— m F2TL+2F2n+1 —1

On peut simplifier cette expression puisqu’elle est égale & :

(Fong1 + Fopy2)Fon Fopp1Fn + Fopyala,

(Font2Font1 — 1) Foy (FopyoFopyr — 1)Foy,

Foni1Fy + F2 ., — (=1)*"
= 271(—;_1, L 7 Zntl 1)(F ) en utilisant 'identité de Cassini
2n+242n+1 — 2n

Foni1(Fp+ Fopyq) — 1
(FopyoFoni1 — 1)Foy,

Fonp1Fopio—1
(Fong2lbn1 — 1) Foy

1
F2n
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Ce qui démontre bien la formule attendue :

Vn > 1, Arctan(%) = Arctan(

) + Arctan(
2n

)

2n+1 2n+2

3. (a) En appliquant la formule précédente avec n = 1, il vient :

Arctan(;b) = Arctan(é) + Arctan(él) & Arctan(%) = Arctan(é) + Arctan(%)

Ce qui démontre que :

% — Arctan(%) + Arctan(%) (1)

(b) En utilisant la formule précédente avec n = 2, il vient :

Arctan(;h) = Arctan(é) + Arctan(}iﬁ) & Arctan(%) = Arctan(é) + Arctan(%)

En remplacant dans 'égalité (1), il vient :

% = Arctan(%) + Arctan(é) + Arctan(é) (2)

(¢c) De méme, en appliquant la formule précédente pour n = 3, on obtient :

Arctan(%) = Arctan(%) + Arctan(%)

En remplacant dans 'égalité (2), il vient :

T 1 1 1 1
1= Arctan<§) + Arctan(g> + Arctan(ﬁ> + Arctan<2—1>

Vous aurez compris comment poursuivre la généralisation de ces formules. Elles peuvent étre utilisées pour
le calcul de décimales de .

4. (a) Soit n € N, en utilisant la relation démontrée a la question 2., on a :

" 1
) + Z Arctan ( 7
k=0

2k+1)

Uy = Arctan(
2n+2

= Arctan( > + Arctan(

2n+3

1 1
= Arctan( > + Arctan( )
Fopiyg Fopq

= Up+41

(up) est constante
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1
(b) La suite (uy,) est constante égale & ug = Arctan<F> + Arctan(

1 T
; 7 ) = 2Arctan(1) = 5

1
. 2 . ™ ) Py 4
Ce qui démontre que lim wu, = 5 D’autre part, nous avons démontré que :
n—-+00

Yn >0, u, — Arctan( ) = ZArctan(FQi 1) (%)
_ +

2n+2

e Grace a la question 1.(b) de la partie A, on sait que lir}rl Fypi0 = +00. Ainsi  lim
n——+0o0o

= 0, par
n—+o0 Fopio P

continuité de la fonction Arctan, on en déduit que :

lim Arctan

( ) = Arctan(0) =0
n—-+o0o 2n4-2

e En passant a la limite dans la relation (%), on en déduit que :

n

T_ 0= lim Arctan(
2 n—r+00 =

2k+1)

Ce qui démontre la relation annoncée :

—+00

g = kZArctan( 1 )

F.
= 2k+1
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D-Entracte

1. (a) Cette inégalité peut se démontrer de fagon classique par étude de fonctions. Cependant le plus direct ici est
d’utiliser la question 3.(c) de la partie B avec n = 0 qui est pair. Nous obtenouns :

Vo >0, S1(z) < Arctan(x) < Sp(z)

En explicitant les expressions de Sp(x) et Si(x) cela donne exactement 'inégalité voulue :

1
Vo >0, v— gxg < Arctan(z) < x

(b) Soit n € Net k € [0,n]. On utilise I'inégalité précédente avec z = — puis on somme les inégalités obtenues
n

pour k allant de 0 a n :

Par linéarité de la somme et d’aprés les formules vues en cours sur les sommes classiques, on obtient :

nin+1)  n?(n+1)>2 k n(n+1)
o2 Iopb = ZAM&H(?) S o2

D’aprés le théoréeme d’encadrement et en utilisant le fait que la limite en +o0o d’une fonction rationnelle est
celle du quotient des termes de plus haut degré, on a :

n

k
lim Arctan (—2)
n—-+oo P n

2. On effectue une intégration par parties, les fonctions mises en jeu étant de classe C* sur R :

xT

1 2
mdl‘ = zArctan(z) — 5 In(1 4 2%)

/ Arctan(z)dz — / | x Arctan(z)dz = [zArctan(z)] — /

Une primitive sur R de la fonction Arctan est :

1
x — zArctan(z) — 5 In(1 + z?)

3. (a) Soit f : z +— Arctan(z) + Arctan(z®) définie sur R. La fonction f est continue et strictement croissante

sur R comme somme et composée de fonctions strictement croissantes sur R. De plus lim f(z) = —m et
Tr——00
liI_P f(x) = m. Ainsi f réalise une bijection strictement croissante de R dans | — 7, 7r[ et on peut affirmer
T—r+00

3
que 'équation f(z) = T admet une unique solution. De plus cette solution est positive car f(0) = 0.

(b) Soit x une solution de I’équation, en prenant la fonction tangente, on obtient :

:C+x3

1— x4 =1

tan(Arctan(z) + Arctan(z?)) = —1 <
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(c) Il reste a terminer la résolution, on a : =

z+ a3 z(1+ 2?)

x
= . On obtient d —=-1
11—zt (1-2)(1+22) 1-—22 fobtient done 977 9 ’

ce qui donne I’équation : 2 — z — 1 = 0. Cette équation posséde deux solutions :

r1 =

1+56 1-+/5
2:
2

et x
2

On garde la solution positive :

F-Dérivons [’arctangente

1. (a) La fonction f est dérivable n fois sur R pour tout n € N d’apreés la remarque de 1’énoncé et nous avons avec
les formules de dérivation usuelles :

(b)

i.

ii.

iii.

322 —1
(14 22)3

1 —2x

f@)= 100 @)= T @ F®(z) =2

Démontrons par récurrence sur n € N* :

P (z)
Hy o fO) iz P foncti lynomial
n o f x 1+ a2)" avec P, une fonction polynomiale
Initialisation. On a : f : 2+ 15 ce qui démontre que H; est vraie avec P = 1.
T
PP LT . * . (n) Pn(x) ) N
Hérédité. On suppose H,, vraie pour n € N* fixé. On a donc f\'" : x — m D’apreés les formules
x

de dérivation usuelles, on a :

_ Pl(z)(1+2®)" — Py(x)2nz(1 + 22)" 1 (1 +2?)PL(z) — 2nzP,(z)

n+1
Vo e R, f(z) 15 22 4 22

Nous avons :
Vo € R, Poii(x) = (1+2%)P.(z) — 2naP,(x)
Il est clair que P41 est une fonction polynomiale, ce qui démontre H,11 et termine la récurrence.

Lors de la récurrence précédente, nous avons mis en évidence la formule :

Ve € R, Poyi(x) = (1 + 2P (z) — 2nzP,(x)

Démontrons par récurrence sur n € N* :
H,, : 3Q, une fonction polynomiale avec deg(Q,) < n—2, ¥z € R, P,(z) = (=1)" nlz" 1+ Q. ()
Initialisation. La formule est correcte pour n = 1 en prenant ()1 = 0 étant donné que P, = 1.
Hérédité. On suppose le résultat vrai au rang n € N* fixé. On a :

Vz € R, Py(z) = (=1)" tnlz" ! + Q,(x)

et en dérivant :

Ve €R, Pl(z) = (—1)"'nl(n — 1)a"2 + Q) ()

n
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2

On remarque que si n = 1, le coefficient devant "~ * est nul ce qui ne pose donc pas de probléeme

d’écriture.
Or d’aprés la relation de la question précédente, pour x € R :
Poyi(z) = (1+2?)P.(z) — 2nzP,(x)
= (142 (=)™ nl(n = 1)a" 2 + Q) (x)) — 2nz((=1)"'nlz" " + Qn(x))

= (—=D)" tnlz"((n—1) = 2n) 4+ (=1)" " nl(n — )z" 2 4+ (1 4+ 2°)Q.,(z) — 2n2Qn(z)
=Qn+1(z)

= (=D)"(n+ 2" + Qni1(x)

Par hypothése de récurrence, on a deg(Q,,) < n — 2 ainsi deg(Qn+1) < n — 1 comme voulu.

Ce qui démontre que H,+1 est vraie et termine la récurrence. Avec ’écriture proposée, on en déduit
que :

Pour tout n € N*, deg(P,) =n — 1 et le coefficient dominant de P, est (—1)""!n!

(c) Démontrons par récurrence sur n € N* la propriété suivante :
Hy Ve eR, 14222 (z) +22(n+ 1) (@) +nn+1)f™(z) =0
e Initialisation. Pour n = 1, il s’agit de démontrer que pour tout z € R :
(14 22) fO(z) + 62f P (z) + 2f'(z) =0

Avec les valeurs de f/, f” et f () obtenues a la question 1.(a), ceci est immeédiat a vérifier.

e Hérédité. On fixe n € N* et on suppose que la formule au rang n est vérifiée. Dérivons cette expression
sachant que f est de classe C* sur R, cela donne pour tout € R :

20 [0 (@) + (14 &) fF) (@) + 200+ DOV (@) + 22(n + 1) (@) +n(n + 1) fH D (@) =0
Ce qui donne bien en simplifiant et en regroupant les termes :
(1+2) S0 (@) + 2e(n+2) F (@) + (n+ 1) (n +2) f D (2) = 0

C’est exactement la formule au rang n 4+ 1. Ce qui termine la récurrence.

Ve e R, (14 22) "2 (x) 4+ 2z(n + 1) fO (@) + n(n+ 1) f™(z) = 0

2. (a) Démontrons la formule annoncée par récurrence sur n € N* :

™

H, : Ve eR, fM(z)=(n—-1)cos(f(x))"sin (n(f(m) + 5))

Initialisation. Pour n = 1, nous savons que [ : x ——5- Le membre de droite vaut :

1+«

- 1 1
~ 1+tan(f(x))2 1+ 22

0! cos(f () sin (f(x) + g) = cos?(f(z))
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Ceci en utilisant les formules de trigonométrie :

Ya € R, 1+ tan®(a) = et Va € R, sin <a + g) = cos(a)

cos?(a)
Nous avons démontré la validité de H;.

Hérédité. On suppose que H,, est vraie pour un entier naturel n > 1 fixé. Il s’agit de dériver la formule
donnée par H,, ce qui est possible car f, sin et cos sont de classe C™ sur R. Pour tout z € R :

Fe@) = (= D)= nf () sin(f () cos( ()" sin (n( (@) + 5 ) ) +nf (@) cos(f(@)" cos (n(f(2)+ 5 ) ))
= nlf()cos(f(@))" " (= sin(f(@))sin (n(f(@) + T ) ) + cos(f(@)) cos (n(f@) + T)))
= nlf'(2) cos(f(2)" " ((cos (f(z) +n(f(2)+5)))
= nlcos?(f(a)) cos(f(a))" " sin ((n+1)(f@) + 3)) (k)
— nleos(f (@) sin (0 +1)(f@) + 7))

ey L ’ e ey e 1. . . .
(%) Pour ce passage, nous avons utilisé f’ = cos(f)?, formule que nous avons vue dans l'initialisation ainsi

T
que la relation trigonométrique classique : Va € R, sin (a + 5) = cos(a).

Ceci démontre que H,+1 est vraie et termine la récurrence.

Vn € N*, Vo € R, f™(z) = (n — 1)l cos(f(z))" sin (n (f(x) v

T
(b) La fonction Arctan est a valeurs dans } —o3 [, intervalle sur lequel cos est strictement positive.

Va € R, cos(f(x)) >0

(c) D’apres les deux questions précédentes, pour n > 2 :

@) =0 < sin(n(f(x)+§)):0

= n(f(a:) +

(2k —n)m

& JdkeZ, f(x)= o

(2k — n)m

& Felln-1], flz) ="

(%)

2k —
< dke[l,n—1], x =tan ((2nn)7r)

™ T

(%) Pour justifier ce passage, il faut remarquer que la fonction f est a valeurs dans } 5 5[ et :

2k —
§<7( n)ﬂ<z<:>0<2k7r<2mr<:>0<k<n
2 2n 2
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(e)

. . . T )
La fonction tan étant strictement croissante sur } — 53 [, elle ne prend pas deux fois la méme valeur et

nous avons trouvé nos n — 1 racines distinctes de f ),

2k —
Les zéros de f sont les tan ((271)7r> avec k € [1,n — 1]
n

Dé¢ja la fonction ¢ est bien définie sur R car son dénominateur ne s’annule pas puisque a ¢ R.

Pour z € R, nous avons :

1 1 r+a—1f3 T+« . —p

Sp(x):x—l—a:aﬂ-oz—i-zﬂ: (r + a)? + (2

T Gralt R wrart B
u(z) o(z)

On voit ainsi que u et v sont de classe C*° sur R donc ¢ est de classe C* sur R. Ce qui va légitimer toutes
les dérivations que nous allons effectuer dans la suite.

@ est de classe C*° sur RI

Pour tout x € R, nous avons (z + a)p(z) = 1, ce qui se traduit avec les notations de ’énoncé par :

(x 4+ a+ip)(u(z) +iv(z)) =1

En identifiant les parties réelles et imaginaires dans la relation précédente, nous avons :

{ (z+)u(z) - Bv(z) = 1 (1)
Bu(z) + (x + a)v(x) = 0 (2)

On trouve ces deux formules a partir des relations (1) et (2) en procédant de la méme fagon que dans la
question 1.(c), c’est-a-dire a I’aide d’une récurrence et en dérivant la relation au rang n pour passer au rang
n+ 1.

(2 + a)u™ (@) + nu" V(@) - g (2) = 0 (3)
Bu™ (z) + (2 + a)o™(z) + no™ V() = 0

On réalise ensuite la combinaison (3) + i(4) pour obtenir, toujours pour = € R :
(z + o+ i) u™(z) + (=8 + i(z + @)™ (z) + n(u™ Y (2) + v (z)) =0
ou encore en simplifiant :
(x + a+iB)(u™ (@) + ™ () + n(ul"V(z) + "D (z)) = 0

et en réutilisant la fonction ¢ :

Vn>1, Vo e R, (z+ a)p™ (z) + np™ V(z) =0

Démontrons par récurrence sur n € N :
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Initialisation. Pour n = 0, la formule est évidente.

Hérédité. On suppose le résultat vrai au rang n — 1 avec n un entier naturel non nul fixé.
D’aprés la relation trouvée a la question précédente, nous avons :
1 (=) t(n—1)! 1 (=)™

Ve e R. o™ () = —np®@=1 - _ —
reR, o (x) ne (x)xx—i-a n (z +a)m xx—l—a (z + a)*t1

Ce qui termine la récurrence et démontre la formule souhaitée.

(=1)"n!

V’I’LEN, (p(n)l"—)m

(f) Pour z € R, on réalise la décomposition en éléments simples suivante :

, 1 1 _l 1 _ 1
f(x)_1+x2_(x—i)(x—}—i)_%(x—i :E—i—z')

1, 1 1
vz eR, f,(x):%(x—z'_xﬂ')

(g) Il reste a appliquer la formule trouvée dans la question 3.(e) pour obtenir :




