Chapitre 11 : Structures algébriques AR11-4

1-Vrai ou faux : un sous-groupe d'un groupe abélien est abélien.

2-Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Est-il vrai que le
complémentaire de H dans G est également un sous-groupe de G 7?

3-R7} est-il un sous-groupe de (R, +)? de (R, x)?

4-Montrer que Q(v2)* = {a+ bV2, (a, b) € Q?} \ {0} muni de la loi x
est un groupe.
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1-Vrai ou faux : un sous-groupe d'un groupe abélien est abélien.

Réponse : Soit (G, *) un groupe et H un sous-groupe de G. Comme G
est abélien, on a :

v(va) € G2a Xy = yx

Cette égalité est en particulier vraie pour tous x et y appartenant a H
puisque H C G. Le sous-groupe H est abélien.
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2-Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Est-il vrai que le
complémentaire de H dans G est également un sous-groupe de G 7

Réponse : C'est faux. Comme H est un sous-groupe de G alors e € H,
ainsi e n'appartient pas au complémentaire de H dans G.
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3-R’} est-il un sous groupe de (R,+)7? de (R, x)?

Réponse : e R’ n'est pas un sous-groupe de (R, +) car la condition H1)
n'est pas vérifiée puisque le neutre de I'addition, 0, n’appartient pas a R’ .

e La seconde question n'a pas de sens car (R, x) n'est pas un

groupe puisque 0 n'est pas inversible. Par contre R, est un sous-groupe de
(R*, x).
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4-Montrer que Q(v2)* = {a+ bV2, (a,b) € Q*}\ {0} muni de la loi x
est un sous-groupe de (R*, ).

Réponse : Nous allons démontrer pour cela que c'est un sous-groupe de
(R*, x).

e Déja Q(V2)* C R*.

e SG1) 1 =1+ 0V/2 appartient 3 Q(v2)*.

e SG2) Soient (x,y) € (Q(v2)*)?, il existe (a, b, c,d) € Q* tels que :
x=a+bV2ety=c+dv2 On aalors :

xy = (a+ bv2) x (c + dV2) = ac +szd + (ad + bc)V2 € Q(V2)*
€ €Q
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e SG3) Soit x € Q(v/2)* avec x = a+ bv/2 ot (a, b) € Q?, nous devons
1

démontrer que — € Q(v/2)*. On a :
x

1 a— b2 a
atbv/a 2202 a2—_2b2 2b2f6@(\[)
) 0
€ (S

Au cours de ce calcul, on a multiplié par a — bv/2 qui est non nul car
sinon :

e soit b =0 et dans ce cas a = 0 ce qui est absurde puisque x # 0.

a
e soit b # 0 et dans ce cas : V2 = 5 ce qui est absurde car V/2 est
irrationnel.
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