
MPSI2 Nombres réels Chapitre 9�� �
Irrationnalité et densité

1 Soit (x, y) ∈ (Q+)2 avec
√
x /∈ Q. Montrer que

√
x+
√
y

est irrationnel.

2 Démontrer que
√

2 +
√

3 /∈ Q.

3 F Pour n ∈ N, on note :

An = {rn, r ∈ Q}

Donner une condition nécessaire et suffisante afin que
An soit dense dans R.

4 ♥F Démontrer que la partie A est dense dans [0, 1] :

A =
{ k

2n
, n ∈ N et k ∈ J0, 2nK

}

5 FF Soient n ∈ N∗ et x > 1 un irrationnel. Démontrer
que : ⌊bnxc

x

⌋
= n− 1

�� �
Partie entière
6 ♥F Démontrer que :

∀n ∈ Z,
⌊n− 1

2

⌋
+
⌊n + 2

4

⌋
+
⌊n + 4

4

⌋
= n

7 ♥F On pose f : x 7→ b2xc − bxc −
⌊
x +

1

2

⌋
.

a) Démontrer que f est périodique.
b) Démontrer que f est nulle sur [0, 1[.
c) En déduire que :

∀x ∈ R, b2xc − bxc =
⌊
x +

1

2

⌋
d) Soit x ∈ R, calculer

n∑
k=0

⌊x + 2k

2k+1

⌋
.

8 FF Résoudre l’équation (E) : b2x− 3c = bx + 1c.

�
�

�
�Borne supérieure

9 ♥FF Soient A et B deux parties non vides majorées
de R. On pose :

A + B = {a + b, a ∈ A, b ∈ B}

Montrer que A + B est possède une borne supérieure et
que :

sup(A + B) = sup(A) + sup(B)

10 FF Soit A =
{m

n
+

4n

m
, (m,n) ∈ (N∗)2

}
. Déterminer,

si elles existent, la borne supérieure et la borne inférieure
de A.

�� �
Défis
D1 FF Pour n ∈ J1, 7K et à l’aide de la partie entière,

trouver une formule donnant le nombre d’éléments de la
ligne n du tableau périodique des éléments.

D2 FFFF Démontrer que :

∀n ∈ N, b
√
n +
√
n + 1c = b

√
4n + 2c
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