Chapitre 14 : Limites et continuité AR14-3

1-Montrer que f : x > sin(In(x)) n'a pas de limite en +oc.
2-Comment choisir a € R afin la fonction f suivante soit continue sur R :

f : R —- R
e*—1

six#0

a six=0

X =

3-Soit f définie sur R par f(x) = 1 si x est un nombre premier et f(x) =0
sinon. La fonction f admet-elle une limite en 4007

4-Soient f et g deux fonctions définies sur R avec f + g continue en 0,

peut-on en déduire que f et g sont continues en 07

5-Avec la définition, démontrer que : lim In(x? + x — 2) = +0c0.
X—r—+00

6-Soit f définie sur R et continue en 0. On suppose que pour tout x € R,

f(3x) = f(x), démontrer que f est constante.

7-Trouver une fonction définie sur R, continue en 0 et discontinue en tout
point de R*.
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Chapitre 14 : Limites et continuité AR14-3

1-Montrer que f : x — sin(In(x)) n'a pas de limite en +o0.

, TN . T jus .
Réponse : On considére la suite définie par u, = e2 ™. Cette suite tend
vers 400 mais :

f(up) = sin (g +n7) = (-1)"

donc (f(up)) n'a pas de limite en +o0. D'apres la caractérisation
séquentielle de la limite, on en déduit que f n’a pas de limite en 4o00.
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Chapitre 14 : Limites et continuité AR14-3

2-Comment choisir a € R afin |la fonction f suivante soit continue sur R :

f : R - R
e*—1

six#0

a six=0

X =

Réponse : e D'une part, la fonction f est clairement continue en tout
X

e
point de R* car la fonction x — ——— I'est.
X

e —1

X
Ainsi on aura Iim0 f(x) = f(0) = a si et seulement si a = 1.
X—

=1.

e |l reste a étudier la continuité en 0, on sait que : Iim0
X—
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Chapitre 14 : Limites et continuité AR14-3

3-Soit f définie sur R par f(x) = 1 si x est un nombre premier et f(x) =0
sinon. La fonction f admet-elle une limite en +007?

Réponse : e Comme I'ensemble des nombres premiers est infini, on peut

considérer (pp) la suite des nombres premiers. On a IiT pn = +o00 et
n——+00

lim f(pn) =1 par définition de la fonction f.
n——-o00
e D’autre part, si I'on considére la suite définie pour n € N

par up=2n+4,ona lim u,=+4occet lim f(u,) =0 car aucun
n—-+o0o n—-+o00

nombre de cette suite n'est premier.

D’aprés la caractérisation séquentielle de la limite, on en déduit que f n'a
pas de limite en +o00.
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Chapitre 14 : Limites et continuité AR14-3

4-Soient f et g deux fonctions définies sur R avec f + g continue en 0,
peut-on en déduire que f et g sont continues en 07

Réponse : C'est faux : x — |x]| et x — —|x] ne sont pas continues en 0
pourtant la somme est la fonction nulle qui est continue en 0.
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Chapitre 14 : Limites et continuité AR14-3

5-Avec la définition, démontrer que : lim In(x? + x — 2) = +oc.
X—r—+00

Réponse : La question a un sens car la fonction est définie au voisinage
de 400, par exemple sur [3,+oco[. Soit B € R, on cherche A € R tel que :

x>A=f(x)>B
On peut choisir A = ef + 2 ainsi :
x>eP+2=In(x-2)>B
Ce qui implique que : In(x2 + x —2) > B. On a démontré que :
VBeR, JA€R, Vx € [3,4[, x >A=f(x) > B

C'est la définition de lim f(x) = +o0.

X——+00
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Chapitre 14 : Limites et continuité AR14-3

6-Soit f définie sur R et continue en 0. On suppose que pour tout x € R,

f(3x) = f(x), démontrer que f est constante.

Réponse : Soit x € R, a partir de I'hypothése de I'énoncé et par une
récurrence immédiate, on démontre que :
X

Vn €N, f(3n) = f(x)

. X . , N L e .
Ona lim — =0 et f est continue en 0, d'aprés la caractérisation
n—+4o0 3"

séquentielle de la continuité, on en déduit que :

£(0)= lim f(%):f(x)

n—-+o0o

La fonction f est constante sur R.
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Chapitre 14 : Limites et continuité AR14-3

7-Trouver une fonction définie sur R, continue en 0 et discontinue en tout
point de R*.

Réponse : On pose :

X Six€
XH{ Q

0 sinon

La fonction f est continue en 0 car pour tout x € R, |f(x)| < |x| donc
Iim0 f(x) =0=1(0).
X—
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Chapitre 14 : Limites et continuité AR14-3

Soit a € R*. |l est possible de trouver une suite de rationnels, (r,), qui
tend vers a ainsi qu'une suite d'irrationnels, (i,), qui tend vers a. On a :

f(rn) =rn n~>_+>oo a

f(in) =0 — 0

n—-00

Comme a # 0, on en déduit, d'aprés la C.S.L, que f n'a pas de limite en a
et donc qu’elle n'est pas continue en a.
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