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Exercice 1

1. Il est exclu d’élever directement les deux membres de cette inégalité au carré puisque x — 1 peut étre négatif. Il
faut distinguer plusieurs cas en remarquant avant tout que pour que l'inéquation ait un sens il faut que z > —2.
» Si —2 <z < 1alors z—1 < 0. Ainsi, il est clair que x — 1 < vz + 2 puisque qu’une racine carrée est positive.
Les réels de I'intervalle [—2, 1] sont solutions.
» Siz > 1, les deux membres de I'inégalité sont positifs et dans ce cas :

r—1l<Vz+2er?—2z+1<z+222-32-1<0

3+ V13 3—v13
2

Les racines du trinome 22 — 3z — 1 sont T = et x9 = — Ce trinome est strictement négatif

entre ses racines, c’est-a-dire sur 'intervalle : |zq, 21[. Il faut tenir compte de la condition initiale : 2 > 1. Les

3+v13

réels de l'intervalle [1, 5

[ sont solutions.

9 3+\/ﬁ[

L’ensemble des solutions est [— 5

2. (a) Comme on est en présence d’'une différence de deux racines carrées, on multiplie par la quantité conjuguée.
Pour tout z €] — 1, 1] :

Vite—-Vi—z (VI+e—-VIi-2a)(VI+taz+VI—2) (1+2)-(1-2) 2

x B z(vV1+z++V1-—2x) Ce(Vitz+Vi—z) (VI+z+V1I—x)

On passe a la limite quand z tend vers O :

C Vl+z—V1—-z 2
lim = lim =1
z—0 X z—>0(\/l+x—|—\/l—l’)
(b) On reconnait un taux de variation puisque :
—1 3 _ O
lim SO =1 gy 08(@) = €os(0) 0y = —sin(0) = 0
z—0 T z—0 z—0

(c) La aussi, on reconnait un taux de variation :

lim sin(5x) — lim 55111(51:) 5 lim sin(y)
z—0 T z—0 T y—0 Yy

=5

Ceci en posant y = 5z et en remarquant que lin% y = 0.
T—

et +e %

eCE i e—$

3. Posons u : =z +—

Etudions le dénominateur, pour x € R, on a :

T

ef—e >0 >eTesr> x>0

Ceci en passant au In dans l'inégalité puisque In est une fonction strictement croissante sur R’ .
=0&2x=0.

Le méme type de calcul montre que e —e™*

xT

On aurait également pu étudier la fonction x +— e* — e~ afin d’obtenir les mémes résultats.

Ceci démontre que les fonctions u et f sont définies et dérivables sur RY .
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Pour tout € RY, on a :

W)= EmENE e (@ H e re) A
(ew — 6—43)2 (633 _ 6_“3)2

Cette derniere égalité étant obtenue en développant le numérateur.
!/

u
On a f = In(u) qui se dérive en f' = —, ce qui donne :
u

—4
\v/ R* / _ (6x76_w)2 _ _4 — _4
T e + f (':L') - eT e - (ex _|_ efx)(ez _ 671') - 621' _ 672CE
et _e—

—4

Vo S Rj_, f/(x) = m

4. (a) D’apres le cours, la négation de ”Q = R” est ”@ et non(R)”. Ainsi, la négation de (P) est :
non(P) : (x# -1 ety#—-1)etz+y+ay=—1

(b) La contraposée de (P) est :
r+y+ary=—1=(zr=—-1louy=-1)

(¢) Il y a plusieurs méthodes, on peut par exemple démontrer que la contraposée est vraie. On suppose que
r+y+ xy = —1, montrons que x = —1 ou y = —1. D’apres notre hypotheése z +y + 2y + 1 = 0, ce qui
donne en factorisant (x 4+ 1)(y + 1) = 0. On en déduit effectivement que x = —1 ou y = —1.

(d) La réciproque est également vraie. En effet, toujours en utilisant la contraposée, si ’on suppose que x = —1
ouy = —1 alors (z + 1)(y + 1) = 0. En développant, on obtient bien z + y + xy = —1, ce qui démontre
I'implication réciproque et donc I’équivalence.

5. (a) On applique la formule du cours permettant de factoriser a™ — " avec b=2et n =15

a® —2° = (a — 2)(a* + 2a® + 4a* + 8a + 16)

(b) On utilise les sommes classiques vues en cours et la linéarité de la somme :

- - . 1 1)(2n + 1
Z(2k+3k2):22k+3zk2:2”(”2+ ) | qnn 23( n+1)
k=1 k=1 k=1

En simplifiant, on trouve :

Zn:(zk + 3k?) = %n(n +1)(2n + 3)
k=1

(c) Pour n € N*, on a :

n+1 n+1 s am_q
P T =3 e (3 2) et B s
k=2 k=2

ont2_4

P, = 3"



MPSI2 DS1 Mathématiques Corrigé le 22/09/25

6. On forme une table de vérité en notant, comme d’habitude, V pour vrai et F' pour faux.

|PI[QI|R|[PouQ|(PouQ =R[P=>R[Q=R|(P=R)ect (Q=R) |

Viv| Vv \% \% \% \%4 \%4
VIV I|IF \% F F F F
VIF|V % 1% \% \%4 \%
VIF|F |4 F F |4 F
F|VI|V \%4 \%4 \%4 \%4 \%4
F|\V|F Vv F Vv F F
F|F|V F \%4 \%4 \%4 \%4
F|F|F F \%4 \%4 \% \%
On constate que les colonnes des propositions ”(P ou Q) = R” et de (P = R) et (Q = R)” sont identiques,

ce qui démontre le résultat annoncé.

(Pou@®)=R~(P=R)et (Q=R)

Exercice 2

1. (a) Soit n € N*, la fonction h,, est dérivable sur | — 1, +00[ comme somme et quotient de fonctions usuelles qui
sont dérivables sur | — 1, 4+o00[. Pour tout z €] — 1, 4+00], on a :

n l+z—z2z nx+n+1

h/"(x)zl—i—x_'_ (1+2)2  (1+2)?

Or z > —1 donc nx > —n et par suite nz + = > 0. On en déduit que le numérateur de h/, est strictement

positif sur | — 1, +o00o[, d’oll h], est strictement positive sur ] — 1, +o0].
hy, est strictement croissante sur | — 1, 400]
(b) On a h,(0) =0 et hy,, strictement croissante sur | — 1, 4o00[, ce qui nous donne le signe de hy, :

hy, est négative sur | — 1,0] et h,, est positive sur [0, +o0[

(¢) i Pourn=1,ona fi:2z+ zln(l+ z). Cette fonction est clairement dérivable sur | — 1, +00] comme
produit et composée de fonctions dérivables.

Pour tout = €] — 1,4+00], on a :

fi(z) =In(1+2)+ 1_?_33 = hy(z)

Vo €] — 1,400, fi(x) =(x)

ii. On connait le signe de h; d’apres la question 1.(b), on en déduit le signe de f; et par suite :

f1 est strictement décroissante sur | — 1,0] et fi est strictement croissante sur [0, +00]

(d) Soit n € N\ {1}.
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i. La fonction f,, est dérivable sur | — 1, 400[ comme produit de fonctions dérivables.
Pour tout = €] — 1, +00], on a :

fr(x) = nz" 'In(1+z) +

Tir "1 (nln(l +z)+ %) = 2" h,(x)

Vo €] — 1,400, fi(x) = 2" 'hy(z)

ii. Le signe de 2" ! pour z €] — 1, +oo[ dépend de la parité de n. Plus précisément, on a :

2 I(f) = 8 n x -1 0
e hy, () - 0 +
€ — 0 + n—1
. 7 . N + 0 +
n pair : I + 0 + n impair : (@) N —
: /oo fo(@) | +00 N\ S 400
.f’l ('r) () 0
—00 N
Pour les limites en —1, on a pour n > 2 :
e sin est pair, lim 2" =1et lim In(l + ) = —oo donc lim f(z) = —o0.
rz——1 z——1 rz——1
e si n est impair, lim 2" = —1et lim In(1+2) = —oco donc lim f(x) = +oc.
z——1 z——1 rz——1
Dans les deux cas, la droite d’équation x = —1 est asymptote verticale a Cy, .

La limite en 400 ne pose pas de probleme. Il n’y a pas d’asymptote en 400 car hIJP flx) = 400
T—r+00

mais lim ) = lim 2" 'In(1 +z) = +oo car n > 2.
r—+oo I T—+00

2. (a) 1. Soit z € [0,1]. Pour effectuer le calcul proposé, on peut réduire le membre de droite au méme
dénominateur puis identifier. Voici une autre méthode :

2 2 _ _ _
vz € [0,1], L 1+1:(x+1)(x 1)+1:(93+1)(x 1) 1 a1+ 1
z+1 x+1 z+1 z+1 z+1 z+1

On peut choisira =1, b=—-1et c= 1.

ii. On utilise la décomposition trouvée a la question précédente pour faire ce calcul :

e d 1 1+ Va 12 In(1 '
/0 ) ”C—/O (w14 g )= [37° et w4 )]

En simplifiant, cela donne :

1 ,.2
x 1
dz = In(2) — -
/0x+1:” n(2) -3

1
iii. On doit calculer Uy = / x1n(1 + z)dz. Nous allons utiliser la méthode d’intégration par parties, que
0

I’on verra prochainement en cours et qui est présentée a la page 29 du document de pré-rentrée. On
pose :

v(r) =In(l+z) J'(z)=
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. / / . . .
Les fonctions u, v, u' et v’ sont continues sur [0, 1], on a ainsi :

! 1 1 boog? In(2) 1 [t 22 1
/0 xIn(l + x)dx [ch n( —HU)L) /0 0+ a) x 5 2/0 x

Ceci en utilisant le résultat obtenu a la question précédente.

1
UlIZ

(b) i Soit n € N* et z € [0,1], on a 2" — 2" = 2"(z — 1) < 0 et In(1 + x) > 0. On en déduit que
(2" —2™) In(1+z) <0, cest-a-dire 2" In(1+2z) < 2™ In(1+4z). On integre cette inégalité sur [0, 1],
par croissance de 'intégrale, il vient :

1 1
Un+1 :/ 2" (1 + )dx S/ 2" In(1 4 z)de = Uy,
0 0

(Up)nen- est décroissante

ii. Soit € [0,1], on a 1 + 2 < 2 donc par croissance de la fonction In, In(1 + ) < In(2). On multiplie
par 2™ qui est positif pour obtenir 0 < z"In(1 + x) < 2" In(2). Par croissance de l'intégrale, il vient :

e }1 ~ In(2)

n+1lo

1 1
0< "In(1 dr < "1n(2)dx = In(2
_/Oar n( —i—x)x_/ox n(2)dz n()[ 0 ntl

In(2)

YneN* 0<U, <
n +

—_

In(2
iii. En utilisant I'inégalité précédente et le théoreme d’encadrement, étant donné que lim (2)

- n—+oon + 1
n—-+4o0o

(¢) 1i. On fixe z € [0,1] et n > 2. On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison —z,
on applique la formule sachant que = # —1 :

=0, on

B < I G o B o D L A | (—1)ngntt
Sn(x)—kzo(—l)kwk—kzo(_””)k— 1~ (—o) 14z 1+z' 1+
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ii. On integre 1’égalité précédente entre 0 et 1 sachant que, par linéarité de 'intégrale, I'intégrale d’une
somme est égale a la somme des intégrales. D’une part, pour le membre de gauche :

[ ()= 3o [ ot = 0t [FR]) -3

-1 x)dx: -1 / xdx = -1 [ ] =
0 “k=0 k=0 0 k=0 Bt 1o k4l

. 1 (_1)n$n+1
D’autre part, pour le membre de droite : ( + )dac =
o \1+4+2x 1+
1 dr 1 C—l)n$n+1 1 (_1)nxn+1 1 «_1)nxn+1
L7 de=[In(1 ! ~ " dr=1In(2 ~——d
/0 1+:c+/0 1+2 @ = [In( +x)]0+/0 1+ v n(>+/0 1+ v

On en déduit la formule annoncée :

1 1
iii. Soit n >2,ona:U,= / fr(z)de = / 2" In(1 + z)dx.
0 0

Pour faire ce calcul, on va effectuer une intégration par parties en posant :

o@) =(+a) @)=
xn+1
u'(z) = 2" u(x):n+1

: !/ / . .
Les fonctions u, u', v et v’ sont continues sur [0, 1], on obtient :

n+1 1 1 n+1 In(2 1 1 ntl
U, = [:r 1n(1+$)} _/ e () / T e @
n+1 o Jo (n+1)(1+x) n+l n+4+1J) 1+x

Cette derniere intégrale peut s’exprimer a l'aide de la question précédente et 1'on a :
1 ,.n+l1 n (_1)k
x
dw = (-1)"( —In(2 ) 2
/01+x$ (=1) Z_:k+1 n(2) @)

En combinant les égalités (1) et (2), il vient :

Yn>2, U, =
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Probleme : Puissances descendantes

A-Premieres propriétés

1. Soit z € R, on a :
-1

37[0] :H(.%'—i) =1

i=0
ceci en reconnaissant un produit vide, qui par convention vaut 1.

On a immédiatement :

0
T = H(a: —i) =z
i=0
1
Ty = H(x —i)=xz(x—1)
=0
2
T3 = H(x —i)=xz(z—1)(z —2)
=0
2. (a) Soit (k,m) € N* avec m >k, on a :
m—1
ki = [J(k—1) =0
i=0

puisque l'entier k se trouve dans Uintervalle [0,m — 1] car k < m et ainsi dans ce produit se trouve le
facteur K — k = 0.
(b) Soit (m, k) € N% Tl y a plusieurs cas & considérer :
. : k _ k[m] _ 5N 194 1A
e si m > k, on a par convention =0et = 0 d’ou I'égalité.
m m!

esim<k ona:

—_

k m—

IT ¢ (k — )

<k> _ k! i—k—mt1 =0 ki)

m m!(k —m)! o m @ m! - m!
(1) en simplifiant les factorielles

(2) détaillons ce passage la, tout d’abord on réalise le changement d’indice j =i — (k —m+1) qui équivaut
at=j+k—m+1 pour obtenir :

k m—1
H i = (J+k—m+1)
i=k—m+1 7=0 a;
puis on réalise un renversement du produit :
m—1 m—1 m—1
(J+k-—m+1)= Um—1—j = (k—17)
7=0 e j=0 7=0

Dans les deux cas, nous avons démontré que :

k
V(m, k) € N?, (k> =l
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(c) Soit m € N, par définition, on a :

m—1 m—1
(D = [[(-1=0) = (D" [T+ 1) = (=1)"m!
=0 =0

3. (a) Soitz e RetmeN, ona:

m m m—1
x[m+1]:H(x—i):xH(x—i):x (x—j—1) =2 X (z—1)4
i=0 i=1 3=0

dans ce calcul, on a tout d’abord exclu le facteur pour ¢ = 0 puis effectué le changement d’indice j = ¢ — 1.

Pour 'autre égalité, on suit la méme méthode en excluant cette fois-ci le dernier facteur du produit :

m m—1
2y = [[@ =) = (@ = m) [] (@ =) = (@ = m) x 2
i=0 1=0

Ce qui démontre les formules souhaitées :

V(k,m) € N?, Thng1) = T X (T = D)) = Ty X (¥ —m)

(b) Soit zz € R et m € N, en utilisant la question précédente, on a :

(@ + Dimt1] — Tpnt1] = (@ + 1) X @pny — (@ = m) X Ty = @) X (@ + 1= (@ —m)) = @) X (M + 1)

V(k,m) € N?, (2 4 1)jmi1] — Tpmra] = (M + 1)y

(c) Soit x € R et (m,n) € N?, d’apres la question précédente, on a :

(k + Dpnr1) — K
m—+1

[m] =

On reporte ceci dans la somme de ’énoncé pour reconnaitre une somme télescopique :

- " (kA Dpma1) = K]
D K = )
k=0

P m—+1

= Z (K + Dpn+1] = Kpmt1))
1=

1
= ot ((” + Dms1) — 0[m+1]>
(n + 1) my
m+1
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4.

2.

(a) e Traitons pour commencer le cas ot m = 1. En utilisant notamment la question 1 et la question précédente,

(n+Dp _ (nt1)n
Zk_zk[l 2 = 2
k=0

et 'on retrouve la formule bien connue.

il vient :

e Pour m = 2, on remarque tout d’abord que pour tout k € [0,n], k* = k(k—1)+k= ko) + k[1), ainsi par
linéarité de la somme :

n

" " (n+1) (n+1) n+1n(n—1 n+1)n
Z’f2 D (ki k) = 3k + Dby = g 2 >3( 4 ! 2)
k=0 k=0 k=0

En simplifiant, on retrouve bien :
n

n(n+1)(2n+1)
2K = 5

(b) Soit (n,p) € N? avec p < n. On utilise la question 2.(a) :

i(ﬁ)zz ! _pvz = !ki:okm

k=p
en effet, on peut commencer la somme & 0 puisque pour k € [0,p — 1], kip = 0.
Ainsi, d’apres la relation () :
i( > i _ (4 Dy (4 Dy :<”+1>
T pl(p 4 1) (p+1)! p+1

k=p

On obtient la formule :

"k n+1
Y(n,p) € N2, p<n, <>_<
(n,p) E P

k=p

B-Puissances descendantes négatives

1
(x+1)(x+2)(x+3)
(b) Plus généralement, afin que le dénominateur ne s’annule pas, il convient que = € R\ [-m, —1].

qui est défini pour x € R\ {—1, -2, —3}.

(a) Par définition, nous avons z[_g =

e Pour m € N, la formule proposée a déja été démontrée dans la question 3.(b) et dans ce cas elle est valable
pour tout x € R.

o A présent, pour m € Z avec m < 0, afin que les trois quantités mises en jeu dans la formule aient un sens,
nous devons avoir : « ¢ [m+1,—-1], z ¢ [m,—1] et 2 + 1 ¢ [m + 1, —1]. C’est -a-dire z € R\ [m, —1], ce que
I’on considere dans la suite du calcul.

e Traitons d’abord le cas ot m = —1, on a pour x # —1 :

(@ + Dmt1) — 1) = (@ + Vg —2 =1-1=0

ce qui est bien égal & :

(m+1):c[m]:0><x+1
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L’égalité est vérifiée dans ce cas.

e Enfin, prenons m < —let x € R\ [m, —1] :

1 1
(T + Dpmg1] = Tpmg1) = s ~ oD
I G+1+9 [ @+
1=1 1=1

On effectue le changement de variable j = i+ 1 dans le premier produit puis on réduit au méme dénominateur :

(& + Dt = Pt = Z——— *(m+1)1 e =R R
[[e+d) I @+ [ +4)
Jj=2 i=1 i=1

Finalement :

VYm € Z, Vx € R\ [m,—1], (z+ 1)[m+1} = Tlpt1] = (m + 1)$[m]

3. (a) Soient (m,n) € N? avec m > 2, nous allons utiliser la formule de la question précédente afin de faire
apparaitre une somme télescopique. On a :

n

- (k 4+ D) cmr1) — Flmt 1
Sn,m = kzok[—m] = kzo “m+1 - “m+1 ((n + 1)[—m+1} - 0[—m+1])

Tout ceci étant bien défini d’apres le domaine de validité étudié a la question précédente.
Il reste a simplifier le résultat :

e D’une part, en posant j =n+ 1+ :

1 1 (n+1)!
(n + 1)[—m+1] = a1 = n+m = (n + m)l
[Tn+1+9 T s
i=1 j=n+2
e D’autre part :
I 1
Opmyn) = o = (m —1)!
i
i=1
Finalement :
1 1 !
VneN, Ym>2, Spm= ( —<”+))
’ m—1\(m—-1)  (n+m)!

(b) Lors du calcul de la question précédente, nous avons remarqué que :

(n+1)! ”ﬁ” 1
| - s
(n+m)! j=n+2 J
Dans ce produit, tous les facteurs sont inférieurs ou égaux a 1, nous pouvons donc majorer le produit par
le premier facteur pour obtenir :
(n+1)! < 1

<
0< (n+m)l — n+2
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Ainsi, d’apres le théoreme d’encadrement :

|
R G D L
n—-+00 (n + m)!

Nous en déduisons que :

1
1 nm_
W Snn = T (m = 1)

4. (a) On utilise pour commencer la formule de la question 2.(b), pour (m,n) € N? avec 2 <m <n, on a :

On utilise un renversement du produit afin de faire le calcul suivant :

11 1

By Rz
[Tk Hk m+j)

=0

= (k —m)[_m]

On reprend le premier calcul avec cette simplification et on effectue le changement d’indices p =k — m :

On en déduit que :

(b) D’apres la question précédente, on a pour (m,n) € N? avec 2 <m <n :

n

1
TN m!Snfm,m

k=m TI:L)

Il reste & utiliser la limite de la question 3.(b) pour obtenir :

1
Hm  Sppm =
n-roo 7 (m— 1Dl x (m—1)

Finalement :
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C-Une autre formule du binome

1. (a) Soient (x,y) € R?, m € N et k € [0,m]. On réutilise le résultat de la question 3.(a) de la partie A pour
avoir :

T4 1)Ym—k) + TR Ymt1-k] = TR Ym—k) (T = k) + ) ¥Ypm—r) (¥ — m + k) = 2pgypm—g (z +y —m)
Ce qui constitue bien la formule annoncée.

(b) Soit (z,y) € R?, par analogie avec la formule du binéme de Newton, nous allons démontrer par récurrence

sur m € N :
Ui m
Hon = (4 Q) = D LG
k=0

e Initialisation. Pour m =0, on a :

(T +Ypm) = (@ + Yoy =1

0
m 0
> < k)x[k]y[m_k] = <0)xmym =1
k=0

L’égalité est vérifiée pour m = 0.

et d’autre part :

e Hérédité. Fixons m € N et supposons ’égalité vraie au rang m. On a :

T+ Ymey = @+ Yz +y—m)
= (Z < >$[k]ym k]) (x+y—m)
k=0
" /m
= > <k>$[k]y[m—k} (z+y—m)
k=0
= Z (CZ) (Tt 1)Ym—k] T T Yjms+1-k]) (avec la question précédente)
k=0
m m m
= Z (k>ﬂf k+1)Y[m—k] T Z < >$[k]y[m+1—k]
k=0 k=0
m—+1

m ™ m -
N <z - 1>x[i]y[m—i+1] 2 <k>w[k’]y[m+l—kz] (i=k+1)
' k=0
% m
= Tlmt1] T Ym+1] T Z (( ) < ; >)$[i}y[mi+1]
=1

o /m+1
= Tim+1] T Ym+1] T Z ( ; )x[i]y[m_i+1] (formule de Pascal)
i=1

m+1

m—+1
= Z ; L1 Ym—i+1]
i=0
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Ce qui démontre le résultat au rang m + 1 et termine la récurrence.

2. (a) Prenons z € N, la formule souhaitée a été précisément démontrée dans la question 2.(b) de la partie A.

P\ _ o 1,
o) o 1

D’autre part, d’apres la question 2.(c) de la partie A, on a :

<_1) _ Vm _ E)™m

m m)! m!

(b) Soit z € R, on a par définition :

(c) Soient x € Ret m € N, on a :

N T\ el T (M + D)) + Ty (24 D)o
m m+1)  m!  (m+1)! (m+1)!  (m+1)!

Ceci en utilisant le résultat de la question 3.(b) de la partie A. On a ainsi généralisé la formule de Pascal.

3. Soient (z,y) € R? et m € N, en utilisant la question 1.(b), on a :

()= = (D= 2 8 -2 () )

Ce qui démontre la formule de Chu-Vandermonde :

D-Application de la formule de Chu-Vandermonde
1. Soit z € R et m € N. Il s’agit juste d’appliquer la formule de Chu-Vandermonde pour y = —1 ce qui donne

bien : - - )
Co=2 () =S (e = e ()

k=0 k=0 k=0

On en déduit le résultat voulu :

Vz € R, Ym € N, Z

2. (a) Soit k€ N, on a:

(2k)!
ok k!

En effet, nous savons que le produit des entiers impairs de 0 a 2k vaut bien
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On en déduit le résultat annoncé puisque :

<_;> (_%)[k] (—1)F(2k)! 1 <2k>

T e AN

Vk € N, <2:> = (4)k<_];>

(b) Déja, remarquons que I'on ne peut pas appliquer directement la formule de Chu-Vandermonde car, dans
cette formule, x et y ne doivent pas dépendre de I'indice de sommation, k. On va utiliser la formule de la
question précédente, puis la formule de Chu-Vandermonde :

On a bien :

m

3 B2 =55 (o () (com () = com S () = com() = camon -

vm e N, “ <2kk> <25:_—kk)) e




