Chapitre 11 : Structures algébriques AR11-5

1-Soit G un groupe et a € G, quel est le noyau de I'application v, de G
dans G définie par v, : x — ax?

2-L'application f : (R, +) — (R, +) définie par

f(x,y,z) =2x + 3y — z+ 1 est-elle un morphisme de groupes?

3-Soit G un groupe. L'application f de G dans G définie par : f : x — x !
est-elle un morphisme de groupes?

4-Démontrer que la composée de deux morphismes de groupes est un
morphisme de groupes.

5-Soit f un isomorphisme de groupes, démontrer que f ! est également
un isomorphisme.

6-Soit £ un morphisme de groupes de (Z, +) dans lui-méme, on suppose
de plus que (1) = 1. Expliciter f.

7-% Soit £ un morphisme d'un groupe fini (G, ) vers (C*, x). Calculer

Z f(x).

xeG
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1-Soit G un groupe et a € G, quel est le noyau de I'application =, de G
dans G définie par v, : x — ax?

Réponse : Cette question n'a pas de sens puisque f n’'est pas un
morphisme de groupes. Pour tous (x,y) € G2 :

f(xy) = axy et f(x)f(y) = axay

Ce qui démontre, qu'en général, f n'est pas un morphisme de groupes.
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2-L'application f : (R, +) — (R, +) définie par
f(x,y,z) =2x+ 3y — z+ 1 est-elle un morphisme de groupes?

Réponse : On remarque que :

£(0,0,0) = 1

ainsi le neutre de (R3,4) n'est pas envoyé sur le neutre de (R, +) : f n'est
pas un morphisme.
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3-Soit G un groupe. L'application f de G dans G définie par : f : x — x !
est-elle un morphisme de groupe ?

Réponse : Soient (x,y) € G2, on a:
fly) = () =y Ix7

FOOF(y) =x"1y™

En I'absence de I'hypothese de commutativité du groupe, on ne peut pas
conclure que f est un morphisme.
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4-Démontrer que la composée de deux morphismes de groupes est un
morphisme de groupes.

Réponse : Soit f : (G1,*1) = (G2, *2) et g : (G, *2) — (G3,*3). Pour
tous (x,y) € GZ, on a:

g(f(xx1y)) = g(f(x) 2 f(y)) = &(f(x)) x3 g(f(y))

Ce qui démontre que g o f est un morphisme de groupes de (Gy, *1) dans
(G3,*3).
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5-Soit f un isomorphisme de groupes, démontrer que f ! est également
un isomorphisme.

Réponse : Soit f : (G,+) — (G', A) un isomorphisme. L'application f~1
est bien définie car f est bijective. Soient (x',y’) € G, il existe
(x,y) € G? tels que x' = f(x) et y' = f(y). On a :

FHX DY) = FHF()AF(y)) = FH(F(x*y)) = xxy = FH(X)x F(Y)

Ce qui démontre que f ! est un morphisme et donc un isomorphisme.
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6-Soit f un morphisme de groupes de (Z,+) dans lui-méme, on suppose
de plus que (1) = 1. Expliciter f.

Réponse : D’apres la propriété de morphisme, on a :
fQ)=f1+1)=f1)+f1)=1+1=2
fB)=Ff1+14+1)=Ff1)+f(1)+f(1)=1+1+1=3
Par une récurrence immédiate, on démontre que :
VneN, f(n)=n

A présent sin€ Z avec n <0, on a:

f(n) = f(—(—n)) = —f(—n) = —(—n) = n car, par un morphisme,
I'image de I'inverse est I'inverse de I'image.

Finalement f est I'identité.
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7-Soit f un morphisme d’'un groupe fini (G, x) vers (C*, x). Calculer

Z f(x).

x€EG

Réponse : Il y a deux cas :
e soit f est une application constante égale a 1 et dans ce cas :

Z f(x) = Z 1 = Card(G)

xeG xeG

e soit il existe a € G tel que f(a) # 1 et dans ce cas :

Z f(x) = Z flaxx)= Z f(a)f(x) = f(a) Z f(x)

xeG xeG xeG xeG

On en déduit que Z f(x)=0.

xeG
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