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Partie A : Formule d’inversion de Pascal.

1. En utilisant : 0 =1, 1 =1, 1 =1, 2 =1, 2 =2et 2 =1, on a immédiatement :
0 0 1 0 1 2

fo=g90, fi=90+ g1 et fo=g0+ 291+ g2

2. (a) Soit n € N, en utilisant la formule du binéme de Newton, il vient :

=3 (Da=X (Fr=aryr=2

k=0 k=0

¥n € N, fn:2"I

(b) Soit n € N, toujours avec la formule du binéme de Newton, on a :

fa :Zn: <Z>gk :Zn: <Z>2k =(2+1)"=3"

k=0 k=0

Vn € N, fn:3”I

(c) Soit n € N, avec la méme méthode, on a :

=R (R (et = {g 3

k=0 k=0

1 si n=0
vneN’f”:{O si o n>1

(d) SoitneNetaeC,ona:

-E Q- E e

VneN, f,=(e*+1)"

3. La condition 0 < 5 < k < n portant sur les entiers j, k et n permet d’utiliser 'expression des coefficients
binomiaux & ’aide des factorielles :

n\ (k) n! " k! B n! (n—j)!
(k) <y> T Ok AE- ) M) k) )

Pour écrire cette derniere égalité, on a simplifié par k! et multiplié et divisé par (n — j)!.

V(j, k,n) € N3 tels que 0 < j < k <, " k _ (™M ("
k) \Jj i) \n—k
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4. Soitn € N :

en intervertissant les deux sommes
en utilisant la question précédente
n )
car ( ,)gj ne dépend pas de k
J
par renversement de la somme : [ =n — k

en utilisant la formule du bindéme

le seul terme non nul de la somme est pour j =n
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Partie B : Nombre de dérangements

1. La premiere personne a n choix possibles pour prendre un cadeau au pied du sapin. Le second participant a
seulement n — 1 choix puisqu’il y a déja un cadeau de pris. Ainsi de suite, jusqu’a la derniere personne qui n’a
plus qu'un seul choix possible puisqu’il ne reste qu’un cadeau au pied du sapin.

Ce qui nous fait au total n x (n — 1) x (n — 2)... x 1 = n! possibilités.

Il y a n! distributions possibles I

2. » S’il n’y a qu’une seule personne, elle récupére nécessairement son cadeau : d; = 0.

» S’il y a deux personnes A et B, il n’y a qu'un échange possible respectant la condition : A prend le cadeau
de B et B prend le cadeau de A. Ainsi dy = 1.

» S’il y a trois personnes voici les échanges possibles afin que chacun récupere un cadeau différent du sien :
A <+ cadeaude C

B <+ cadeaude A
C <+ cadeaude B

A <+ cadeaude B
B <+ cadeaude C
C <+ cadeaude A

Ce qui nous donne d3 = 2

» Voici les permutations qui conviennent avec 4 participants au partage :

Qe Q2 TQT ™
TrrTrTtrTTTT OTTTT

cadeau de B
cadeau de C'
cadeau de D
cadeau de A

cadeau de B
cadeau de A
cadeau de D
cadeau de C

cadeau de C'
cadeau de D
cadeau de B
cadeau de A

Ce qui nous donne d4 = 9

SQe= TQWe TQW™
TtrTrTt rTTTT O OTTTT

cadeau de C
cadeau de D
cadeau de A
cadeau de B

cadeau de B
cadeau de D
cadeau de A
cadeau de C

cadeau de D
cadeau de C
cadeau de A
cadeau de B

di =0, dy =1, d3:2€td4=9I

SQwe UQwe QW™
TrTr Tt T

cadeau de D
cadeau de A

cadeau de B
cadeau de C

cadeau de C'
cadeau de A
cadeau de D
cadeau de B

cadeau de D
cadeau de C

cadeau de B
cadeau de A

3. Soit k£ un entier naturel tel que 0 < k < n. Voici comment on peut choisir une distribution telle que exactement
k personnes recoivent leur cadeau.

n
» On choisit les k& personnes parmi les n qui vont recevoir leur cadeau, d’apres le rappel de ’énoncé il y a ( k:)

fagons de faire ce choix.

» Il reste n — k personnes qui doivent toutes recevoir un cadeau différent du leur, ce qui fait d,,_; possibilités.

Finalement, il y a :

(

)dn_k distributions qui conviennent
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4. Comme le nombre total de distributions est n!, en utilisant la question précédente, on a :

| n n n n
n! <O dy, + 1 dpn—1 + 9 dp—o +..+ n do

aucun éleve ne recoit 1 éleve recoit 2 éleves regoivent n éleves recoivent
son cadeau son cadeau leur cadeau leur cadeau

Le résultat donne bien n! puisque 'on a tenu compte de toutes les fagons possibles d’effectuer ce partage.

On a:
- (oS- ()

k=0 =0

On a effectué au cours de ce calcul le changement d’indice [ = n — k et on a utilisé la formule de symétrie des
coeflicients du binome.

On remarque que cette formule reste encore vraie pour n = 0 grace a la convention choisie sur dy.

. Pour tout n € N, on pose f, = n! et g, = d,. Les suites (f,)n>0 €t (gn)n>0 sont liées par la relation donnée
dans la partie A, ceci grace au résultat de la question précédente puisque :

n
n
|
VneN, nl= Z <k>dk
k=0
On applique la formule d’inversion de Pascal démontrée a la question 4. de la partie A pour obtenir :
- n
VneN, d, =Y (-1)"* <k> k!
k=0
On va transformer un peu cette relation pour obtenir celle de I’énoncé, pour n € N :

dy = En:(—n"—’f (Z) k!

k=0

- zn:(—nl( ”l)(n—n! en posant [ = n — k

g1

VneN, d, =n!) (1) o

k=0
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6. Soit n € N. Il y a n! distributions au total et d, distributions sans que personne ne recoive son cadeau. La
probabilité d’effectuer une distribution sans que personne ne regoive son cadeau est :

Partie C : Estimation asymptotique

1. On considere ’hypothese de récurrence valable pour tout entier n € N :
n k T n
. T x (m B t) t
k=0
» Initialisation. Pour n = 0, la formule du membre de droite devient pour tout x réel :

n _tO T
1+/ MetdtzlJr/ etdt:1+{etr:ew
0 0! 0 0

Ce qui démontre que Hg est vraie.
» Hérédité. Soit n € N fixé, on suppose que H,, est vraie, c’est-a-dire que :

e’ = <z”:527:> —|—/Oac (:C;!t)netdt (%)
k=0

On va effectuer une intégration par parties sur I'intégrale mise en jeu, en posant :

ropy (@ —=t)" _ (w—ymt
u'(t) = o u(t) = —m
v(t) =€ V' (t) = €

Les fonctions u, v, v’ et v" sont continues sur I'intervalle d’intégration [0, z], on applique la formule :

‘B(:U—t)n . _ (x—t)nJrl RE: T (x_t)n+1 . _ xn+1 T (x—t)"Jrl .
/0 o e'dt = {—7@4_1)! 6}0%—/0 7(72_'_1)! edt—(n+1)!+/0 7(71_1_1)! e'dt

On finit le calcul en reprenant la formule (%), pour tout z € R :

n xk xn-i-l T (1: — t)n—f—l . n+1 l‘k T (x . t)n'H
o () [ = (S [

Ce qui est bien la formule au rang n + 1, H,+1 est vraie.

n

Vn eN, Vz € R, ex:(z
k=0

2. On évalue la relation précédente en x = —1, on trouve :
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En intervertissant les bornes de I'intégrale afin de compenser un signe moins, on a :

SV [y

k' -1 n'

3. (a) La continuité de f entraine, par composition, la continuité de |f| ainsi on va pouvoir intégrer ces deux
fonctions. Pour tout ¢ € [a,b], on a : —|f(t)| < f(t) < |f(t)]. On integre cette relation entre a et b en
utilisant la propriété de positivité de I'intégrale :

b b b
- / @)t < / F(t)dt < / ot

Ce qui démontre que :

(b) On va appliquer I'inégalité précédente mais remarquons auparavant que :
Vte[-1,0], | -1 —t| <1 ce quientraine que : Vt € [-1,0], | -1 —¢[" <1

On a pour tout n € N :

[ < [ g [ L= L
1 n! —J n! — Jon! n! e

0 n
—1—-1 1 1
o<| [ Sl <5 0-7)
1 n! n! e

1
Or lim (1 — 7) = 0, d’apres le théoreme d’encadrement :
n—-+4oo e

En résumé pour tout n € N :

4. On reprend la formule trouvée a la question 2., et on passe a la limite quand n tend vers +oo :

) d _
lim —2 =¢ !
n—+oo n!

Quand le nombre de participants au partage tend vers +oo la probabilité que chacun reparte avec un cadeau

différent du sien tend vers e .



