Chapitre 10 : Suites
1) %% % Soit (z,) une suite a valeurs complexes. On suppose que :
V(p,q) EN?, p£q=>|zp—zg| > 1

Démontrer que lim |z,| = +o0.
n—+00

Réponse : On raisonne par I'absurde en supposant que (|z,|) ne tend pas
vers +o0o. Ce signifie que :

JAER, YNEN, In>N, |z, < A

Cela signifie qu’il existe une infinité de termes de la suite qui sont bornés
en module par A, on peut les placer dans une suite extraite. C'est-a-dire
qu'il existe une extractrice @ telle que :

VneN, ‘zap(n)’ <A
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La suite (z,(,)) est bornée donc elle admet une suite extraite convergente,
il existe une extractrice v telle que (z,(y(n))) converge vers /. Il reste a
appliquer I'hypothése pour obtenir une contradiction. Pour tout n € N, on
a p(1(n)) # p(1p(n+ 1)) par stricte croissance des extractrices, ainsi :

|Zp(p(n)) = Zo(w(nt1))] = 1

En passant a la limite, on obtient |/ — /| > 1 ce qui est absurde.

lim |zp| = +o0
n—+00
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2) % Soit a €]0, 1[. On définit la suite (u,) par :
Vne N, u, = H(l—i—ak)
k=1

© Etudier le sens de variation de la suite (uy).
@ Démontrer que : Vx € R, 14 x < e*.
© En déduire que la suite (u,) converge.

Réponse : 1) La suite (up) est a termes strictement positifs, pour
neN* ona:

=(1+a"" >0

La suite (up) est strictement croissante.
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3) Pour démontrer que cette suite croissante converge, il reste a
démontrer qu'elle est majorée. Pour cela, on utilise I'inégalité de la
question précédente, pour n € N*, on a :

n
n n k Z ak 1-a" a
- TTasa < [ =t =o' <o
k=1 k=1

car a" €]0,1[ donc 1 — a" €]0, 1[. La suite (up) est croissante et majorée
donc elle converge.

La suite (u,) converge
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3) Soit (up) la suite définie par :
" 1
Vne N u, = Z 3

k=1

Etudier la convergence de (up).

Réponse :
On proceéde par encadrement :

1 < 1 < 1
n2+n = n+k3 " 2413

Vk e [1,n],

On somme :

Vn e N*, Z 2—|—n3
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Les sommes qui encadrent (up,) se calculent :

n n

Y N* ——— < -
nels n2+n3_un_n2+1

D’apres le théoreme d’encadrement, on en déduit que :

lim u,=0
n—-+00
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4) % Soit (up) une suite réelle telle que :
*\2 m-+n
v(”? m) € (N ) y 0< umyn <

. Démontrer que (u,) converge.

Réponse : Prenons n = m, on obtient :
2n 2
VHGN*, 0§U2n§72:7

n n

D'apres le théoreme d’'encadrement (u2p,) tend vers 0.

De méme, en prenant m = n+ 1, on obtient :

2n+1
(n+1)n
D’aprés le théoreme d'encadrement (uz,41) tend vers 0.

VneN*, 0 < uopp1 <

D’aprés le théoréme de recollement, on en déduit que :

(un) tend vers 0
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5) %% Soit 6 €]0, 7|, étudier la limite de la suite :

a0 = (n H an (2))"

0
Réponse : Soit 6 €]0, [, pour k € [1,n], on a P €]0, 7| ainsi
0
sin (;) > 0 et la suite (a,) est strictement positive Pour n € N*, on a :

)= (ks (y))

1
n

In(ap) = In (kli ksin (%))
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. L \ -
Cela fait penser au théoréme de Cesaro, on pose donc u, = In (n sin (7»
pour n>1.0na:

n—-+o00

La suite (up) tend vers In(#) par continuité de la fonction In. D'apres le
théoréme de Cesaro, la suite (In(a,)) tend vers In(6).

(an) tend vers 0
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6) % Soit (a,) une suite décroissante qui tend vers 0. Pour n € N, on pose
n

up = Z(—l)kak. Démontrer que (u,) converge.

k=0
Réponse : La stratégie va étre de démontrer que (u2p) et (u2n41) sont
adjacentes.

e La suite (up,) est décroissante car :

2n+2 2n
VneN, upi2 — uzp = Z (—1)ka, — Z(_l)kak = a2 — a1 <0
k=0 k=0

e La suite (upn41) est croissante car :

2n+3 2n+1
Vn €N, upiz—tonr1 = > (—1)Fax— Y (1) ax = —aznsstazniz > 0
k=0 k=0
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e Enfin :
2n+1 2n
k k ;
Vn E N, u2n+]_ - U2n = I;)(il) ak - ;(71) ak = 732”“’»1 n—+o00 0

D’apreés le théoréme des suites adjacentes, les suites (u2p) et (t2n41)

convergent vers la méme limite. D'aprés le théoréeme de recollement (up,)
converge.

(un) converge
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