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% %% Soit x € R, démontrer que :
sh(x)
sh?(z) + ch?(x)

1
< th(z) <z <sh(z) < ish(Qx)

*

En déduire que pour tous (a,b) € (R%)? avec a # b :

2 b—a a+b a? + b2
%+%<m<ln(b)fln(a)< 2 “V 2

Corrigé : Démontrons ces inégalités de gauche & droite :

sh(x sh(x
e La premiere inégalité est équivalente & : (z) < h( ) On peut simplifier par sh(z) puisque pour tout
sh?(z) +ch?(z)  © ()
1
x>0, on a sh(x) > 0, ce qui donne : < . Cette derniere inégalité est évidente en élevant au carré.

sh?(z) + ch®(z) CR()
e Pour la seconde inégalité, on pose f : x — x — th(z) définie et dérivable sur R et :
Ve e RY, f'(z)=1—(1—th*(x)) =th*(z) >0
La fonction f est donc strictement croissante sur R ainsi :
Ve >0, f(z) > f(0) =0« Ve >0, > th(x)
e Pour la troisieme inégalité, on étudie g : x — sh(z) — 2 définie et dérivable sur R et :
Ve e R, ¢'(x) =ch(z) —1>0
La fonction g est strictement croissante sur R’ donc :
Vo >0, g(z) > g(0) =0 < sh(z) >z
e Enfin, nous avons déja démontré que pour tout = € R, sh(2z) = 2sh(x)ch(x). Or pour = > 0, on a : ch(z) > 1 donc :
1
Vo > 0, sh(x) < sh(z)ch(z) = ish(Q:v)

Ce qui constitue la derniere inégalité a démontrer.

sh(x)
sh?(z) + ch?(x)

< th(r) <z <sh(z) < %sh(Qm)

b
On suppose que 0 < a < b et on va appliquer les inégalités précédentes a = = In (\/7) Dans le cas o1 0 < b < a, on suit
a

a
la méme démarche en posant z = In (\/>) Explicitons les expressions obtenues :

v s =sn(mn (/1)) = L (VE) (V) L2 5. s

sh?(z) = 1(2 +2 —2)

4 b
De méme : 1/b
20y (2,2
ch (x)—4(a—|—b+2)

Ce qui donne :

ot vt = (1 2) = H(Z5T)
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Finalement :
1 b a
2 (\/; - E) B b—a
sh?(x) + ch?(z) %(%) 9. /1 <a2 n b2)
e Avec le méme type de calculs, on obtient
th(z) = b-a
T b+a
e Enfin : ) 2 )
1 b b 1 a —a
h(2z) — 7( In(%) _ 71n(z)) _ 7(7 _ 7) _
sh(2z) ¢ c 2\a b 2ab
L’inégalité devient :
b—a <bfa<1 ( b><bfa<1627a2
n Z z
a 2v/ab 2 2ab

b+a

24/3 (a2 + bz)
—a T
> 0 et en passant a 'inverse.

C’est exactement 'inégalité souhaitée en divisant par 5
b—a a+b a? + b2
< < 9

<¢@<m@fm@ 2

V(a,b) € (R})%, a#b, ——
a+5

T est appelé moyenne harmonique de a et b, le réel Vab est appelé moyenne géométrique de a et b, le réel

est appelé moyenne arithmétique de a et b et le réel

Le réel 5
b a b
e est appelé moyenne logarithmique de a et b, le réel
In(b) — In(a)
[a2 = p2
a4 ; est la moyenne quadratique de a et b
% % % Démontrer que :
I nAC.(\/k+ f\/E) T
im resinl ————) = =
vVkE+2vVE+1 2

n—-+o0o

e Déja le terme général de la somme est bien défini car pour tout k € N
(VEk 4 1)? ce qui équivaut & Vk +1 < VEk+1

Corrigé :
k+1<k+1+2VEk=

og\m+ —%Eg 1 -
VE+2VE+1 ~ VE+2VEk+1
], Pexpression proposée est bien définie

Ce qui démontre que :

La fonction Arcsin étant définie sur [—
e L’idée va étre de faire apparaitre une somme télescopique. Soit k£ € N, on a
1 k
k +2 \/k +2

VE+T-VE 1 [k+1
VE+rovE+1 VE+iIVE+2 VEra2Vk+1 \&+
= m pour obtenir :

1
On pose by = —— et on utilise la formule cos(Arcsin(a))
vEk+1

VE+1-vk
——————— = by /102, —bpr1\ /102
VE+2vE+1 g k1 g
sin(Arcsin(by)) cos(Arcsin(bg41)) — sin(Arcsin(bg41)) cos(Arcsin(by))

— Arcsin(bg41))

sin(Arcsin(by)
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Ainsi :

VE+1-Vk . 1
A = Arcsin(by) — Arcsin(b = Arcsin(by) — Arcsin(b, = Arcsin(1) — Arcsin| ——
kz;) rcsm( N \/ﬁ) kz_;)( resin(by) — Aresin( k+1)) resin(bg) — Arcsin(by, 1) = Arcsin(1) rCsm( m)

Pour conclure, il reste a remarquer que : lim Arcsin = 0 car lim Arcsin(z) = 0 puisque la fonction Arcsin

1
—+o0 (\/n+2) z—0

est continue en 0. D’autre part, Arcsin(1) = —.

lim Z Arcsm( vk )

™
n—+4oo Vk 1/k+ 5

1
. % Trouver tous les réels x tels que : Arccos(g) + Arccos(4) = Arcsin(z).

Corrigé : L’équation a un sens pour = € [—1,1]. Par décroissance de la fonction Arccos sur [0, 7], on a :

1 T
3 < > = Arccos<f) > 1
1 V2 1 T
et 1 < - = Arccos(z) > 1
1

)

1 T T
Ainsi en sommant, on obtient : Arccos(§> + Arccos(z) > —. Cependant la fonction Arcsin est a valeurs dans [ -5 f},

e

ce qui fait que ’équation ne peut pas avoir de solution.

S=10

1—
% % Trouver tous les réels x tels que : Arcsin(2z — 1) + 2Arctan<\/7x) _
x

™
5"

Corrigé : e Intéressons-nous avant tout a l’ensemble de définition du membre de gauche de I’équation. La fonction
Arcsin est définie sur [—1,1], on a :
—-1<2x-1<1<0<z<1

1—=
D’autre part, un rapide tableau de signe nous indique que >0 < z €]0,1]. La fonction Arctan étant définie sur R, on

en déduit que z €]0, 1].

i
e Pour tout = €]0, 1], il existe un unique a € [O, 3 [ tel que z = cos?(a). Ce changement de variable va étre

destiné a mettre en évidence des formules de trigonométrie. Exprimons le membre de gauche uniquement en fonction de a.

1-— 1 — cos2
Arcsin(2z — 1) + 2Arctan( - x) = Arcsin(2cos?(a) — 1) + 2Arctan< C()Z(Q)Ea;a))

= Arcsin(cos(2a)) + 2Arctan< tanz(a)>
T 7r
= 1 1 —_ > 1 —
Arcsm(sm (2 2a)) + 2Arctan(tan(a)) car tan(a) > 0 puisque a € [07 5 [

s
- —2 2
5 a + 2a

S
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A la fin du calcul, nous avons utilisé la simplification : Arcsin(sin (g — 2a))

T T

} — 3 f} puisque a € [0, g [ Ainsi tout réel de I'intervalle |0, 1] est solution.

2

S =10,1]

= g — 2a ce qui est valable car g —2a €

% % % Démontrer de deux fagons différentes que :

Ve >1, Arccos(
1+

1. En dérivant.

2. En effectuant un changement de variable.

a:) + Arcsin(

2,/
1+

)=n

Corrigé :

1-— 2
1. Onpose f:x — Arccos( 7 m) JrArcsin(1 +m ), démontrons que f est définie et dérivable sur [1, +oo][. Les fonctions
x x
Arccos et Arcsin sont définies sur [—1, 1] et dérivables sur | —1,1[. Pour z > 1, on a :
1-— 1-—
1Tt T cle-l<let0< 2
142 1+

ce qui est vérifié pour = > 1.

JT

D’autre part, il est clair que —1 < Tr

, on aussi pour x > 1 :
x

2
(ﬁ—1)2>0@1+z>2ﬁ@%<1

Finalement f est bien définie sur [1, +oo[ mais elle n’est & priori dérivable que sur |1, +occ[. Pour z €]1, 400, on a :

—(1+2)—(1—z) = (1+2)-2v@

Fa) = ———==

(1+=z)*

(=) -8

2

;

11—z

(1+ )2 (I+z)2—(1-=)2

(1F2)?

2

1—=2x

1 1

(I+2)Ve  Va(l+z)

= 0

(14 2)Vax " VIl +2)y/(1 — z)2

+
1 24
VAL + )2 [CEE

Lors de ce calcul, nous avons utilisé la simplification /(1 — )2 = —(1 — &) ce qui est correct car z > 1 donc 1 —x < 0.

Ainsi la fonction f est constante sur |1, 4+00], elle est égale & sa limite en 400 que 'on peut déterminer :

( 23{5;) = Arcsin(0) =0

1—
lim Arccos( x) = Arccos(—1) =7 et
1+

T—+00
La limite en 400 est égale a 7, on en déduit que :

1_
Vo > 1, Arccos( ac
1+

T

On vérifie que cette formule est également vraie pour z = 1.

lim Arcsin

T—>+00

2
) + Arcsin( Vo
1+

)=m




MPSI2 Colle 4 (fOIlCtiOIlS usuelles) 2025-2026

2. D’apres la question 1., P'expression proposée est bien définie sur [1, +oo[. On change de variable en posant x = tan? (a)

avec a € [Z, g [ On obtient :
1-— 2 1— 2 9
Arccos( a:) + Arcsin( Ve ) = Arccos(tain;a)) + Arcsin(L(g))
Lt 1+ 1+ tan*(a) 1+ tan®(a)

= Arccos(cos(2a)) + Arcsin(sin(2a))

Ceci en reconnaissant les formules de ’arc moitié (c’est ce qui nous oriente vers ce changement de variable).

eOnaac [%, g { donc 2a € {g, 77[ intervalle sur lequel on peut simplifier : Arccos(cos(2a)) = 2a

o . T Tl .. 0 )
e Pour 'autre simplification, on a : 2a € [5, 5[ ainsi m — 2a € ]O, 5 [, ce qui permet d’affirmer que :

Arcsin(sin(2a)) = Arcsin(sin(r — 2a)) =7 — 2a

On obtient bien :
Arccos(cos(2a)) + Arcsin(sin(2a)) = 7

Ce qui démontre la formule annoncée.

1-— 2
Vo > 1, Arccos( x) —i—Arcsin( \/E) =T
1+ 1+

@ % Simplifier A = Arctan(2) 4+ Arctan(5) + Arctan(8).

Corrigé : En utilisant la formule pour simplifier tan(a + b), on a :

2+5 7

tan(Arctan(2) + Arctan(5)) = ;———= = —3
Puis :
—T4+8
tan((Arctan(2) + Arctan(5)) + Arctan(8)) = ~— 9 =
1+ g X 8

o|Gfel2
Il
—

On a tan(A) = 1 donc il existe k € Z tel que A = % + k.
Il reste a encadrer A. Par stricte croissance de la fonction Arctan, on a :
™ i 7r
Arctan(1l) < Arctan(2) < 59 1< Arctan(2) < 5
De méme :

g < Arctan(5) < g et = < Arctan(8) <

s
4 2

3 3
En sommant, il vient % <A< g On en déduit que :

2+ ay+y: =27

5T
A= —
4
T = Y
% Trouver tous les réels x et y tels que : { T+e y+e

Corrigé : Intéressons-nous d’abord a la premiere équation, la fonction f : & — x + e” est strictement croissante sur
R comme somme de fonctions usuelles strictement croissantes sur R. On en déduit qu’elle est injective, ainsi la premiere
équation implique que = = y. La seconde équation devient : 322 = 27 donc x = 3 ou z = —3.

S =1(3,3),(=3,-3)} |
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3
* Trouver tous les réels z tels que Arctan(z) + Arctan(z®) = Zﬂ

Corrigé : Le membre de gauche est défini pour tout z € R. On procede par analyse-synthese.

Analyse : Soit  une solution de ’équation, en prenant la fonction tangente, on obtient :

3
tan(Arctan(z) + Arctan(z®)) = -1 & f—’— x4 =1
—x
0 i (1 +2%) Y On obtient d a 1 id I’équati 2 1 = 0. Cett
r = = n obtient donc ——— = —1, ce qui donne l'équation : z° — z — 1 = 0. Cette
-2t (1-22)(1+22) 1—2a? 1—2a? »ced 4

équation possede deux solutions :

1++5 _1-45

5 et zo 3

T =

Synthése : Soit f : z +— Arctan(x) + Arctan(z®) définie sur R. La fonction f est continue et strictement croissante sur

R comme somme et composée de fonctions strictement croissantes sur R. De plus lim f(z) = —7 et 1i51_1 f(z) = m. Ainsi
Tr—r— 00 Tr—r+00
. s . . , . 3T
f réalise une bijection strictement croissante de R dans | — m, 7r[ et on peut affirmer que 'équation f(z) = i admet une

unique solution. De plus cette solution est positive car f(0) = 0.

@ % Démontrer que :
Vo € R, Arccos(th(x)) + 2Arctan(e®) =7

Corrigé : On pose f : x + Arccos(th(z)) + 2Arctan(e”) = 7 qui est définie et dérivable sur R car Arctan, exp et th
sont définies et dérivables sur R et th est a valeurs dans | — 1, 1], ensemble sur lequel Arccos est définie et dérivable.
On va démontrer que la dérivée de f est nulle ainsi la fonction f sera constante.

B 1 —th?(z) 9 e’

Ve eR, fl(x) = o
J1-th?@)  Lte
2e”
= —+/1—th? =
\/1—th*(z) + (e o)
1 1

= 0

La derniére simplification étant correcte car la fonction ch est strictement positive sur R donc |ch| = ch.
On en déduit que f est constante sur R et :

™

4

=T

Vo € R, f(x) = f(0) = Arccos(th(0)) 4+ 2Arctan(e’) = Arccos(0) + 2Arctan(1) = g +2x

’Vm € R, Arccos(th(z)) + 2Arctan(e”) = 7TI
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% Trouver tous les réels x tels que : cos(x) + cos(2x) + cos(3x) + cos(4x) = 0.

Corrigé : Notons (E) 'équation. On va réorganiser les termes et utiliser la formule :

+b> COS(a;b)

Y(a,b) € R?, cos(a) + cos(b) = 2cos (a
Ce qui donne :

(E) < (cos(x)+ cos(4x)) + (cos(2z + cos(3z)) =0

5
2
57) (0 (52) + eos(50)) -
233 cos 233 coS 236 =
5
2

& 4cos x) cos(z) cos (fx)—O
=3 §:r—i[]ou:v—z[]omlx—ﬁ[}
2" T2 " T MOt ER




