MPSI2 DM8 Mathématiques Pour le samedi 22 novembre

Exercice 1 : Autour de la fonction indicatrice

Soit F/ un ensemble non vide, pour toute partie A de F/, on considere la fonction 1 4 définie par :

1y: E — {0,1}
. 1 si z€4
o 0 si 2¢A

Cette fonction 14 est appelée fonction caractéristique de A. On notera dans la suite du probleme A = CgA le
complémentaire de A dans E.

1. Tracer la fonction 14 dans le cas particulier on £ =R et A = [—4, 1] U[1,5].
2. Expliciter les fonctions 1 et 1.
3. Démontrer les formules suivantes avec A et B des parties de F :

(a) 1% =1 4.

On rappelle que deux fonctions sont égales si et seulement si elles coincident en tous les éléments de E.
4. On définit la différence symétrique de deux parties A et B de E par : AAB=(AUB)\ (BNA).
(a) Montrer que : AAB = (A\ B)U (B\ A).
(b) Préciser AAE et AAD.
(c) Vérifier que AAB = (AN B) U (AN B). Comparer AAB et AAB.
(d) Montrer que Taap = (14 — ]13)2.
)

(e) Soit A, B, C trois sous-ensembles de F, en utilisant la propriété démontrée a la question précédente et les
questions 3.(a) et 3.(c), montrer que (AAB)AC = AA(BAC).

5. On considere ’application suivante :

r. P(e) - F(E,{0,1})
A — 14

Montrer que I' est une bijection.

6. Soit F' un deuxiéme ensemble, B une partie de F' et f: E — F une application. Montrer que :

Ly =1pof
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Exercice 2 : Quelques bijections
L’objectif de ce probleme est d’étudier quelques bijections mettant en jeu ’ensemble N. La plupart des questions
peuvent étre traitées séparément.

1. Donner deux bijections de N vers N*.

2. Montrer que 'application f suivante est une bijection entre N et Z :

f+ N — 7
n
5 si n est pair
no= n+1 o
Ty S1  n est 1mpailr
3. On considere I'application g suivante :
g: N = N

(k,n) — 28@2n+1)—1

(a) Montrer que tout nombre entier non nul s’écrit sous la forme 2¥(2n+1) ot n et k sont des entiers naturels.
(b) Soit m € N, montrer que m admet un antécédent par g.
)
)

(c

(d) En déduire que g est une bijection.

Montrer que g est injective.

4. Démontrer qu’il existe une bijection entre N? et N ol p est un entier non nul. On pourra raisonner par récurrence
et utiliser 'application g définie & la question précédente. On ne cherchera pas & donner une formule explicite
pour cette bijection.

5. Donner une bijection entre N et @Q. On n’ambitionnera pas de donner une démonstration rigoureuse ou une
formule explicite mais une description détaillée suffira.

6. Le but de cette question est de démontrer qu’il n’y a pas de bijection de N dans R. Par ’absurde, on se donne
une bijection de N dans R que l'on note ¢.

(a) Soient (a,b,z) € R? tels que a < b. Démontrer que I'on peut trouver (a/,b') € R? tels que a < a’ < b < b
et x ¢ [d,V].

(b) On construit par récurrence deux suites (a,) et (b,) de la fagon suivante :
eap=0etby=1

e pour un entier naturel n fixé, on suppose avoir défini a,, et b, et on choisit a,1 et b,+1 tels que :

an < Ayl < bpy1 < by et ‘P(n) ¢ [an—i-lybn—H]

Montrer qu’il est possible de définir ainsi a1 €t by41.
(c) Montrer que (a,) et (b,) convergent. On notera A et u les limites respectives.
(d) Justifier que pour tout n € N : a,, < A < by,.
(e) En déduire une absurdité et conclure.

7. Le but de cette question est de démontrer que N n’est pas en bijection avec F (N, N). Par I’absurde, on se donne
¢ : N — F(N,N) une bijection. Utiliser la fonction suivante pour trouver une absurdité puis conclure :

fiN - N
n = pn)(n)+1



