1-Soit f € C(R) telle que HT f(x) =

a un minimum sur R.

X——+00

lim f(x) = +oo. Montrer que f

2-Soit f : R — R continue et 1-périodique. Montrer que :

Va €]0,4+o00[, dc € R, f(c+ a) = f(c)
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Chapitre 14 : Limites et continuité AR14-7

1-Soit f € C(R) telle que lim f(x) = lim f(x) = 4o00. Montrer que f
X——00 X——+00
a un minimum sur R.

Réponse : Par définition de la limite, il existe A > 0 tel que pour tout
x > A, f(x) > f(0) + 1. De méme, il existe B < 0 tel que pour tout
x < B, f(x) > f(0) + 1.

Sur le segment [B, A] la fonction f est continue donc elle est bornée et
atteint son minimum. Ce minimum sur [B, A] est aussi le minimum sur R
puisqu'en dehors du segment [B, A], la fonction f est supérieure a £(0) + 1.
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Chapitre 14 : Limites et continuité AR14-7

2-Soit f : R — R continue et 1-périodique. Montrer que :
Va €]0,4+o00[, 3c € R, f(c+ a) = f(c)

Réponse : Soit a €]0, +o00[ fixé. On est amené a poser :
g : R —- R
x = f(x+a)—f(x)
Il s'agit de démontrer que g s'annule. La fonction f est continue sur le

segment [0, 1] donc elle est bornée et atteint ses bornes. |l existe
(x1, %) € [0,1]? tels que :

Floa) = max (F(x)) et £(x) = min (£(x)

Il s'agit en fait d'un maximum et d'un minimum sur R car f est
1-périodique. Ainsi par définition de x; et de x», on a :

glx1)=f(x1+a)—f(x1) >0et g(xe)=Ff(xx+a)—f(x) <0
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La fonction g étant continue sur R, d'apres le théoreme des valeurs
intermédiaires, on en déduit qu'elle s'annule :
dceR, g(c)=0& 3ceR, f(c+a)=1f(c)

Va €]0,4+o00[, Ic € R, f(c+ a) = f(c)
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