MPSI2

Suites

Chapitre 10

@énéralités sur les suites - Convergenc@

Traduire chacun des énoncés suivants :
a)Je >0, IMeN, Vn > M, |u, — 1| <e.
b) Ve >0, IM €N, Yn> M, |u, —1| <e.
c)IM eN, Ve >0, Vn> M, |u, —1| <e.
d)Vn>M, IM €N, Ve >0, |u, —1] <e.
e)Ve>0,VneN, IMeN, (n>M = |u, —1] <e).

Soient (a,b) € R? et (u,), (v,) deux suites telles que
pour tout n € N, u, <a, v, <bet lim wu,+wv,=a+b.
n—+00

lim wv, =b.
n—-+oo

lim wu, =aet

Montrer que
n—-+oo

% Pour tout n € N*, on considere ’équation :
(Ep):2"+nz—1=0

a) Montrer que (E,) posséde une unique solution
positive que ’on note x,,.

b) Montrer que lim =z, = 0.

n—-+oo

* Soit (uy)nen+ une suite réelle telle que :

1k
V(k,n) € (N2 0<wu, < -+ —
(k,n) € (N) S N

Montrer que lim wu, = 0.
n—-+oo

O Etudier la convergence de la suite :
. 1 1 n
Up = (5 sin (ﬁ) + E cos(n))
oun > 1.

@ O La suite (ay,) est définie pour n >0 :
ant+1 =V4+3a, et a9 =0

a) Démontrer que (a,) est majorée par 4.
b) Démontrer que (a,) est croissante.

¢) En déduire que (a,,) est convergente et trouver sa limite.

% Soit (uy,) une suite réelle non constante et
r-périodique avec r > 2. Démontrer que (u,) diverge.

% Soit (uy,) définie par :
up=0etVn €N, upt1 =vV2+u,
1
a) Montrer que : Vn € N, |u,y1 — 2| < §\un —2|.

b) Démontrer que : Vn € N, |u, — 2| < =1

¢) Soit € > 0, donner un entier N pour lequel :
Yn >N, |u, —2|<e

Conclure.

@ O Soit (uy,) une suite d’entiers relatifs convergente,
montrer que (u,) est constante & partir d’un certain rang.

% Etudier la convergence des suites suivantes données
par leur terme général :

1 n
a) up = — E kx| ot x € R.
n
k=1

k=1
C) Up = COS (gn
d) u, = i: 1k:

e) up, =vVn?+n—n
)

f un:\/n2+n+1—\/n2—n—|—1
g) Up = N

sin(n)
h) Up =N 75

CSuites adj acente@

% On pose pour n € N* :

1 1
un:—Q\/ﬁ—i—Z—etvn:—Z\/n—i—l—i—Z
k:l\/E k=1

=l

k

Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

O Pour tout (a,b) € (Ry)?, on pose les suites de
réels définies par ug = a, vg = b et :

Uy + U
Up4+1 = /UnpUp €6 Uy = 5

a) Montrer que : V(z,y) € (Ry)?, 2y/zy <z +¥.
b) En déduire que : VYn > 1, u, < v,.

¢) Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes
a partir du rang n = 1.

%% Montrer que les suites (S,,) et (S;,) définies
pour n € N* par :

n 1 1
_ - 1
Sn = k! ot S = Sn F n.n!
k=0
sont adjacentes. Démontrer que leur limite commune est
irrationnelle.
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(Suites extraites)

14 . o . .
% Démontrer qu’une suite réelle croissante qui admet
une suite extraite majorée est convergente.

% Montrer que de toute suite non majorée on peut
extraire une sous-suite qui diverge vers +oco.

O% Soit (uy,) une suite telle que (uay,), (uznt1) et

(usyn) convergent. Montrer que (u,) converge.

Q%% Montrer que la suite de terme général :

diverge.

%% Soit (u,) une suite réelle bornée telle que
1

(vp) = (un + §’U/2n) converge vers [ € R.
a) Justifier que (u,,) admet une valeur d’adhérence.

b) Soit @ une valeur d’adhérence de (u,,), démontrer que
2(l — a) est une valeur d’adhérence de (uy,).

c¢) Expliciter la suite définie par ap = a et pour tout
neN, apy1 =2(1 —ay).

2
d) En déduire que (u,) tend vers §l'

(Suites récurrentes linéaires)

Q Donner une expression du terme général de la suite
de Fibonacci définie par :

Fo=0, F1 =1
Vn € N, Foiyo=F,11+F,

% Soit A € C, on considére la suite (u,,) définie par :

{UO:LUl:)\ 1

Vn €N, Uupyo = Upy1 — 1Un

Déterminer ’ensemble des A € C tels que :

VneN, |u,| <1

% Déterminer la suite (u,) définie par :

Uy = 0, Uy = 1
Vn €N, upio = 10up41 — 21u, + 120

Défis
%% Justifier que la suite de terme général :
Up, = cos(n)
diverge.

%% %% Soient (a,) et (b,) deux suites réelles telles

que lim an + bn =0et lim e + eb" = 2.
n—r+oo n—-+o0o

Montrer que la suite (a,) tend vers 0.
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