MPSI2

Probléme

A-Etude du cas k = 1

1
1. (a) Soit f une fonction dérivable sur R’ vérifiant la relation (3 ). D’une part, on peut utiliser la relation en —
x

pour obtenir :
1
ve Ry, (=) = fla)
x
D’autre part, la fonction f’ est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables sur R car pour
1
tout x € RY, f'(z) = f<f> On dérive :
x
1 1 1
V GR*, 1 - _ /(7):_7
x —+ f (':U) ng T .%'2 f(l')

Ainsi la fonction f vérifie I'équation différentielle :

vz >0, f'(z) + %f(:n) 0

(b) On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 2 mais les coefficients ne sont pas constants. On
pose : g : t + f(e') définie sur R. La fonction f étant deux fois dérivable sur R%, on en déduit que g est
dérivable deux fois sur R. De fagon équivalente, on a : f : x — g(In(x)) et en dérivant :

fi e g (ina))

75 = (@) + " (In(x))

1

f solution de (E) sur R}, & Ve eRY, f’(z)+ ﬁf(x) =0

& Vr R, — 3¢/ (In(@)) + 50" (In(x) + —5g(in(z)) = 0

& VzeRY, —¢(In(z)) + ¢"(In(z)) + g(In(z)) =0

& VLeR, ¢"(t) —g'(t) +9(t) =0
On sait résoudre cette derniére équation portant sur ¢g. L’équation caractéristique s’écrit 0 = X? — X 41,

1 3
elle a pour solutions : 5 + 27 On en déduit que :

VteR, g(t) = e%t(A cos (?t) + Bsin (\égt)) avec (A, B) € R?

On trouve ainsi la fonction f :
Ve e R, f(x) = ez n(®) (A oS (\é?: ln(x)) + Bsin (\gg ln(x))) avec (A, B) € R?

En simplifiant :

\/E(A cos (\ég ln(x)) + Bsin (? ln(:z:))) avec (A, B) € R?
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2. Réciproquement, il s’agit de vérifier si les fonctions trouvées sont bien solutions de ’équation (¥ ). Les fonctions
[ définies sur RY avec I’expression ci-dessus sont dérivables sur R, et :

flz) = QW(ACOS <\/§ln( ))—i—Bsin (?ln(x)»—l—f(—\[i i ([1 (x ))+‘ff (‘fln(x)))

En simplifiant :

1 <A cos (? ln(x)> + Bsin (? ln(;v))> + L( — AV/3sin (\ég ln(x)) + V3B cos <\g§ ln(gv)))

C’est-a-dire :

Flla) = —— ((A + BV/3) cos (\f ln(m)) + (B — AV3)sin (\f In(x)))

*
D’autre part pour z € R’

1(2) =y 2 (aeos (L (1)) msin (L (1)) = L (s (Lrniw) - B (L)

En examinant les deux expressions, on en déduit que :

Bl

A+BV3 _
=
VmGR*,f’(x)zf(%)(:) B—A\/§:_B & A=BV3
2

Les solutions sur R de I’équation sont les fonctions :

x \/§<B\/§COS (\ég ln(x)) + Bsin (\f ln(x))) avec B € R

Remarque. Lors de ce calcul, nous avons fait lidentification suivante pour (a,b,c,d) € R?* :
acos(z) + bsin(x) = ccos(x) +dsin(z) =a=cetb=d

. . . ™
C’est valable car en évaluant en x = 21, on trouve a = ¢ puis en évaluant en 5 on trouve b = d.

B-Un exemple

1. (a) e Pour X\ € R, la fonction f) est dérivable sur |0, +oof et :

I 2+ A+In(x)
2/ 2,/

Vz >0, filz) = %\/54- (A + In(x))

e On étudie le signe de cette dérivée en remarquant que :
AE) >0 2+ +In(z) >0 In(z) > 2- Az >e 22

e Il est clair que pour tout A € R, lir}rl fa(x) = 4o00. D’autre part, d’aprés les résultats de croissances
T—+00

comparées usuelles lim v/ In(z) = lim 2v/z In(v/z) = 0, on déduit que pour tout A € R, lim fy(z) = 0.
z—0 z—0 z—0

e Avec ces informations, on en déduit le tableau de variation suivant :
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0 e 272 ~+00
fi(z) — 0 =+
+00
I
=2
REZ)

(b) Pour A € R, une équation cartésienne de T) est :

24 A A
y=AME-D+H1)="Z"@-D+A= (5+1)@+1) -2
On remarque que pour x = —1 alors y = —2 quelque soit A € R.

Les droites T) sont concourantes en (—1,—2)

(¢) Avec les informations précédentes, nous obtenons les graphiques suivants :

2. (a) Nous reconnaissons une équation différentielle linéaire d’ordre 1 classique. Les solutions de I’équation ho-
mogeéne sont les fonctions définies sur |0, +-o00[ par :

In(z) — o\/z ot a € R

Yo x — ae?
On utilise la méthode de la variation de la constante afin de trouver une solution particuliére. On considére
Yo : © — a(x)y/z ol « est une fonction dérivable sur 0, +oo[. La fonction yg est dérivable sur |0, +oo[ et
1
Yo o x> o (2)Vo + a(m)z—. On a:

VT

yo solution de (E) < Vx>0, yi(z) —

EQO(QU) = ﬁ

& Vo >0, a’(:L‘)\/E—i-a(:L‘)Q\l/E - %a(x)\/i = \/15

1
& V>0, d(x)==
T
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On choisit « : z — In(z), c’est-a-dire yo :  — /2 In(x). Finalement, les solutions de (E) sur ]0,+o00[ sont
les fonctions :

z— (a+1In(z))v/zoua € R

(b) La condition initiale y(1) = A nous donne a = A.

L’unique solution de (P) sur |0, 4+o00[ est f

3. Pour x > 0, on a :

= E4 o) ]

Ainsi, la fonction fy vérifie (¥) si et seulement si —2 — X\ = A, c’est-a-dire A = —1. Dans ce cas, d’apres le calcul
précédent :

Vo >0, fi(z) = —%f(%)

1
f—1 vérifie (%) pour k = -5

1
C-Cas ou k = ~3

1. (a) Lafonction f est dérivable sur ]0, +oo[ donc g l'est aussi comme somme et composée de fonctions dérivables
sur cet intervalle. Pour x > 0, on a :

pop = L L0y

f(2 .
RUOINYO N

=0
Ceci en utilisant que f vérifie (%), c’est-a-dire que pour tout > 0 :
1 /1 1 1
/ Y =
Fz) = 2f<q:) et f (:U) 2f(ac)
Sa dérivée étant nulle sur l'intervalle ]0, 4+o00[, on en déduit que :

g est constante I

(b) La fonction g est constante et g(1) = 2f(1) donc pour tout = > 0, g(x) = 2f(1). Cela se réécrit :

f(z) 1 f(z) /
Ve >0, 2 +\/:Ef(;> =2/(1) & Vo > 0, = = 2V '() = 2f(1)

Finalement, en réorganisant cette égalité :
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1
2. Si f(1) = 0, d’aprés la question précédente, la fonction f vérifie I'équation différentielle y' — Y= 0 avec la
x

condition initiale y(1) = 0. Seule la fonction nulle vérifie ce probléme de Cauchy, par unicité de la solution.

1 1
3. On suppose que f(1) # 0. On note h : z — _Lx). On a h solution de 3y — —y = — et h(1) = —1. D’aprés la
T

f) 207 x
partie B, 'unique solution de ce probléme de Cauchy est f_1 : x — (=1 +In(x))y/z. On en déduit que h = f_q,
c’est-a-dire f = cf_1 ou ¢ est une constante.

1
Réciproquement, comme f_; est solution de (%) pour k = —5 la fonction cf_q I'est également pour tout ¢ € R.

Finalement, grace a cette analyse-synthése, les solutions sur |0, 4+o0o[ de (%) sont les fonctions :

x> c(—=1+In(x))y/z avec c € R

11
D-Résolution dans le cas ou k € ] — 5 5[

1. Pour a > % La fonction y : x + 2% est dérivable sur |0, +oo[ et ¢ :  + a(a — 1)z 2. Ainsi, on a :
y solution de (Ey) < Va >0, 2%y (z) + k*y(x) =0
& V>0, ala— 122z 2 + kE*2* =0
& ala—1)+k =0
& ?—a+k=0

11
Le discriminant de cette équation de degré 2 vaut A = 1 — 4k? > 0 puisque k € } 33 [ On a deux solutions :

_ VTR 1— /1~ 4k2

Q9 =

o 2 2

1
Or le réel a que 'on cherche est supérieur a 7 Ainsi :

1+ VT 4R
=TT

(67

2. (a) La fonction y est deux fois dérivable sur ]0,4o0o[ donc z est dérivable également deux fois sur ]0, 400l
D’autre part, y : x — x%z(x).

Y rx e ax®lz(x) 4 2% (2) et ¥ xe ala— )2 22(x) + 2022 () + 222 (2)
On injecte dans I’équation (Ey) :

y solution de (Ey) < V& >0, 2%y"(z) + k*y(z) =0

& Vo> 0, ala—1)z%2(x) + 2022 (z) + 22722 (2) + K2a“2(z) = 0

& Vo >0, (ala—1)+k?)z(z) 4+ 20z (z) + 222" (z) = 0
N —
=0

& V>0, 2 (z)+ —2 () =0
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On en déduit que :

2
2’ est solution de (E}) : ¢y + ﬂy =0
T

(b) On résout sans probléme I'équation (E}) qui est déja homogene :

PV ARSNEN C€—2aln(m) — CSU_2a
(c) En intégrant expression précédente, nous obtenons :
2 c 120
d(a,c) eR?, z: x> ——= +a
1 -2«

c .
, on en déduit que :
Q

1
ceci sachant que a # 7 En notant b = T

I(a,b) €R?, z: 2 bx' ™ 4 q

On retrouve y en multipliant par = :

I(a,b) €R?, y: 2 — ax® + b~

3. On procéde par analyse-syntheése :
11
e Analyse. Soit f une solution de (%) avec k € ] ~ 55 [ Avec le méme raisonnement que dans la question
1.(a) de la partie A, on a f qui est dérivable deux fois sur ]0, +-o00[ et :
ko1 k?
" !
Vo >0, f'(z) = —ﬁf (;) = —?f(x)

On en déduit que f est solution de (E)) donc d’aprés la question précédente :

3(a,b) € R?, f: x> az® + bal™®

1
toujours avec a > = et o — a + k2.

e Synthése. Soit f une fonction ainsi définie, on a :

f vérifie (%) < Vo >0, aax® ' +b(1 —a)z = k(af +b
& aa=kbet bl —a)=ka
kb
a:Ecaer—i—a(a—l):O

) [, les fonctions solutions de (%) sont les fonctions :

N | =
N =

Finalement, pour k € ] —

z— c(kx® + az'™) avecc € R

14+ V1 —4k?
—

toujours avec a =



