Chapitre 15 : Dérivation

1-Soit f € C*(/), justifier que f" est continue sur /.

2-Que valent : () C"(I) et | C"(I)?

neN neN

3-Etudier la classe de :

f . R - R
cos(x) six>0
X 1 six=20
ch(x) six<0

4-Donner le développement limité a I'ordre 1 en 0 de la fonction
1 1
f:x+ (14 x)4. En déduire une valeur approchée de 1,001%.

AR15-2

5-Soit ¢ € C*°(R) et f € D(R). On suppose que pour tout x € R,

f'(x) = ¢(f(x)), démontrer que f € C>(R).
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1-Soit f € C*(/), justifier que f’ est continue sur /.

Réponse : Si f € C*(/) alors f est dérivable quatre fois sur / donc

dérivable deux fois sur /. Ceci implique que f’ est dérivable sur / donc f’
est continue sur /.
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2-Que valent : ﬂ C"(I) et U c(n-
neN neN
classe C* sur I.

Réponse : e Une fonction qui appartient a C"(/) pour tout n € N est de

() cr(n=ce()
neN

On sait que pour tout k € N, C¥(1) c (/) d’ots

e =cu
neN
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Chapitre 15 : Dérivation AR15-2

3-Etudier la classe de :

f : R - R
cos(x) six>0
X = 1 six=0
ch(x) six<0

Réponse : La fonction f est de classe C™ sur R’ et R* car cos et ch le
sont. Concentrons-nous sur |'étude en 0.

eOna: lim f(x)=cos(0) =1=1f(0)=1=ch(0) = lim f(x), ainsi f
x—0t x—0—
est continue en 0.
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eOna:
cos(x) — cos(0)
x—0
et

X—>

o+

— —sin(0) =0

h(x) —ch
ch() =<h(©) _, g0y =0
x—0 x—0~

Ainsi f est dérivable en 0 et f'(0) = 0. On en déduit que :
ff: R - R

X =

—sin(x)
0

six>0
six=0
sh(x) six <0
«O>» «(Fr «Zr «E» = Q>
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Chapitre 15 : Dérivation AR15-2

eOna: lim f/(x) = —sin(0) =0=f'(0) =0 =sh(0) = lim f'(x),

x—0*t

x—0—

ainsi f’ est continue en 0.

eOna:

—sin(x) — (—sin(0)) L cos(0) = —1
x—0 x—07t
et h h(0
) =sh(©®) ) =1
x—0 x—0~

Ainsi f’ n'est pas dérivable en 0

Finalement f est de classe C! sur R mais n’est pas dérivable deux fois en 0.
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Chapitre 15 : Dérivation AR15-2

4-Donner le développement limité a I'ordre 1 en 0 de la fonction
1 1
f:x+ (14 x)4. En déduire une valeur approchée de 1,001%.

Réponse : La fonction f étant dérivable en 0, elle admet un DL d'ordre 1
en 0 qui s'écrit :
f(x) = £(0) + f'(0)x + x&(x) avec lim e(x)=0

Ce qui devient :

On a:

1,001% = (14 0,001)%

1
1+ ke 0,001 + 0,001 x £(0,001) ~ 1,00025

Les 14 premiers chiffres sont : 1.00024990630465.
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Chapitre 15 : Dérivation AR15-2

5-Soit ¢ € C*°(R) et f € D(R). On suppose que pour tout x € R,
f'(x) = p(f(x)), démontrer que f € C*°(R).

Réponse : Par récurrence sur n € N :
Hn @ FfeC'(R)

ofc CO(]R) car f est dérivable sur R par hypothése donc continue sur R.

e Soit n € N fixé, on suppose que f € C"(R). On a f' = p o f qui est de
classe C" sur R comme composée de deux fonctions de classe C" (puisque
¢ est de classe C™ sur R). Si ' est de classe C" alors f est de classe C"'!
sur R. Ce qui achéve la récurrence.

f est de classe C*° sur R
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